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Sui prmcipì che servono a stabilire la defìnizione di massa 



Iq questi ultimi anni i fondamenti della Meccanica razionale sono 
stati argomento di nuove meditazioni da parte del pubblico matematico. 
Nell'opera del Signor Enriques Problemi della scienza si troverà tutto 
un capitolo nel quale, con un indirizzo logico e con vedute originali, 
sono analizzati e discussi i principi della Meccanica. Il Signor Levi- 
Civita ha poi teste raccolto in un opuscolo autografato quella parte 
delle sue lezioni di Meccanica razionale che riguarda appunto i prin- 
cipi, o£frendo una trattazione sistematica e completa dei concetti e 
dei postulati fondamentali della scienza meccanica. 

Nelle recenti sedute della Società italiana di Fisica, promosse dal 
Signor Volterra, sono stati particolarmente discussi i metodi d'inse- 
gnamento dei principi della Meccanica, in specie per quel che con- 
cerne la definizione di massa ed i postulati che sono necessari per 
stabilirla in modo preciso. Mi preme di riprodurre in questo perio- 
dico quanto ho avuto occasione di esporre in quelle sedute, sembran- 
domi che, anche nei riguardi didattici, possano offrire interesse le 
conclusioni alle quali sono pervenuto. 



* 



L'esposizione classica dei principi della Meccanica è fondata sulla 
nozione di forza, che e generalmente definita causa del movimento o 
anche di tendenza al movimento, quando l'effetto della forza sia im- 
pedito sospeso da un'altra causa (Poisson). Ma fu osservato già da 
Lazzaro Carnet, che la forza, quando venga definita come causa, può 
concepirsi solo in modo astratto come qualcosa di troppo vago ed 
oscuro, giacché quella definizione essendo applicabile alle cause piìi 
diverse di equilibrio e di movimento, rimane del tutto indeterminata. 
E il Carnet stesso, nei suoi Principes fondamentaux de Véquilibre et 
du mouvement, pubblicati nel 1783, abbandona risolutamente il con- 
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cetto metafisico di fòrza e riduce lo studio meccanico dei fenomeni 
ad una semplice teoria di " comunicazione di movimenti „ ossia ad 
una. teoria cinematica del moto, precedendo a tanta distanza di tempo 
le idee del Mach, del Glififord e del Boltzmann. In una esposizione della 
meccanica, puramente deduttiva e logica, la forza è considerata come 
un ente analitico e sprovvisto di un vero carattere fisico: nella Di- 
namica si riassume Io studio fondamentale e la Statica e ridotta ad 
un caso particolare della Dinamica. Ma questa esposizione, appunto 
perchè prescinde dall'intinto, non riesce chiara e soddisfacente, ed e 
necessario, per quanto assai difficile, il sussidio dell'esperienza per 
stabilire i principi ammessi. 

Si può però, senza bandire la nozione fisica di forza dai principi 
della Meccanica, introdurla fino dagli elementi della Statica come una 
nozione primitiva, precisando gli efifetti delle forze, i soli cioè che si 
presentino alla percezione e all'osservazione dei nostri sensi, e ren- 
dendo quegli effetti numericamente paragonabili fra loro, per quanto 
diverse siano le cause che li producono. Così, ad esempio, nella Sta- 
tica, la nozione soggettiva di forza può essere data da una pressione, 
da una tensione, da uno sforzo od anche da una sensazione di di- 
sagio, quando si voglia impedire che un corpo prenda un certo mo- 
vimento. 

Ebbene: senza indagare sulla natura intima della forza, si può, 
fondandosi sulle esperienze, stabilire staticamente la nozione di forza 
in modo così preciso da introdurla nei calcoli come un elemento nu- 
merico qualunque, dandone altresì un'immagine geometrica espres- 
siva. Noi chiamiamo, infatti, direzione e senso di una forza, applicata 
ad un punto, la direzione e il senso secondo cui il punto prenderebbe 
a muoversi se fosse completamente libero ed in riposo. E siccome 
l'esperienza prova che il movimento del punto può essere impedito 
da una forza di senso opposto, si può stabilire il concetto di una certa 
forza uguale alla prima. Dalla uguaglianza si passa alla somma di 
due e quindi di un numero qualsiasi di forze e successivamente alla 
nozione di forza multipla di un'altra secondo un numero n. E poiché, 
conformemente all'esperienza, una pressione, uno sforzo qualsiasi può 
essere ripetuto con la tensione di un filo inestendibile, prodotta da 
un peso conveniente, si perviene alla misura statica delle forze. Una 
forza qualunque sarà così individuata dal punto d'applicazione, dalla 
direzione (con un certo senso) e da una lunghezza (intensità) ripor- 
tata dal punto di applicazione sulla direzione della forza, la quale 
col suo rapporto all'unità di lunghezza dà il rapporto della forza a 
quella presa per unità. 

La rappresentazione statica delle forze si ottiene dunque col sus- 
sidio di due esperienze, delle quali la prima (esperienza fondata sul 
movimento) stabilisce la direzione ed il senso della forza, e la se- 
conda (esperienza statica) ci determina l'intensità (per mezzo di un 
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peso, in un dato luogo). È utile però di osservare che se per la 
misura statica delle forze è necessario di ricorrere al movimento, 
non è tuttavia necessario di supporre nessuna relazione fra le forze 
ed i movimenti impressi, basta cioè di riconoscere i rapporti nume- 
rici delle forze. Invece, per stabilire i principi che conducono alla 
definizione di una massa, bisogna tener conto delle velocità prodotte 
dalle forze e stabilirne il rapporto, come ora vedremo. 

I principi qui appresso elencati non sono altrettanti postulati : 
essi sono però formati nel modo e nell'ordine che mi sembrano pììi 
convenienti, dal punto di vista logico e didattico, per giungere alla 
definizione di massa nel senso classico. Naturalmente il numero di 
quei principi può essere aumentato o diminuito, secondo il punto dal 
quale si parte per lo svolgimento della Dinamica; ma io penso che 
anche le ragioni storiche abbiano la loro importanza, quando si vo- 
gliano stabilire con chiarezza i fondamenti d'una scienza che deve 
pur servire alla interpretazione dei fenomeni naturali. 






1. Definizione. — Un punto materiale è una particella di ma- 
teria tale che condotta una retta per un punto di essa, e in una 
direzione qualsivoglia, soltanto una porzione infinitesima della retta 
appartiene alla particella. Si può così ammettere, aflBnchè la velo- 
cità di un punto materiale abbia un significato preciso, che nel moto 
di esso le traiettorie descritte dai suoi diversi punti, si confondano 
in una curva unica. 

2. Postulato d'inerzia. — Un punto materiale in quiete, sul 
quale non agisce alcuna forza, rimane in quiete. Se nessuna forza 
agisce sopra un punto materiale in movimento, il moto del punto 
sarà rettilineo ed uniforme, cioè a dire il punjto materiale avrà un'ac- 
celerazione nulla. 

Questo principio, che è un portato dell'intuito, dell'esperienza e 
di osservazioni sui corpi celesti, dichiara sostanzialmente che un 
punto materiale non ha in sé stesso l'attitudine a muoversi od a mo- 
dificare il moto rettilineo ed uniforme che attualmente possiede, ossia 
che non può acquistare un'accelerazione se non per l'azione di altri 
punti materiali. Si ha così la nozione dinamica di forza, come un azione 
accderalrice che si esercita sopra un punto materiale per opera di 
altri punti materiali, e questa azione nasce, come mostra il com- 
plesso dei fenomeni naturali, dalle azioni che i corpi esercitano fra 
di loro. La forza è, quindi, fondata sul concetto cinematico ed ogget- 
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tivo di accelerazione, e noi rappresentiamo una forza con un vettore 
che ha per punto di applicazione il punto materiale, per direzione e 
senso la direzione e il senso dell'accelerazione e per intensità la mi- 
sura statica della forza. Questa rappresentazione vettoriale dinamica 
della forza coincide con la rappresentazione statica che si ha quando 
il movimento del punto materiale sia impedito da un ostacolo o da 
altre foi*ze. 

3. Postulato. — Forze staticamente uguali producono, sopra uno 
stesso punto materiale, accelerazioni uguali. 

4. Postulato: indipendenza degli effetti delle forze. — Più 
forze Fi, Fa,... (delle quali è nota la misura statica) imprimono separa- 
tamente ad uno stesso punto materiale le accelerazioni rappresentate 
rispettivamente dai vettori Ji,^u, . ..: la risultante statica delle forze 
Fi, Fa, . . . imprimerà allo stesso punto materiale un'accelerazione che 
è rappresentata dal vettore risultante dei vettori ;i,^2... 

5. Corollario: proporzionalità delle forze alle accelera- 
zioni. — In particolare, se le forze Fi ed F» sono eguali ad F, ed 
hanno lo stesso senso, ciascuna imprime al punto materiale un'acce- 
lerazione j (n. 3): quindi una forza 2F imprime allo stesso punto 
un'accelerazione 2j. In maniera analoga la forza 3F imprimerebbe 
un'accelerazione tripla, 3j, di quella impressa dalla forza F. E, in ge- 
nerale, se due forze sono fra loro nel rapporto di due numeri m ed n, 
ossia sono rappresentate da wiF ed nF, le accelerazioni impresse sta- 
ranno fra loro come m: n; cioè a dire: Le forze (misura statica) sono 
proporzionali alle accelerazioni che esse imprimono allo stesso punto 
materiale. 

Si può riconoscere questa verità mediante l'esperienza, ad 
esempio, che si fa col piano inclinato, il quale permette di far 
variare a piacere la forza applicata ad uno stesso punto materiale 
e perciò di misurare rigorosamente le velocità impresse nello stesso 
tempo. 

6. Definizione: massa di un punto materiale. — Per un punto 

F 
materiale il n. 5 conduce airequazione-;-=costante; indicando con tn 

la costante, il valore numerico di m dipenderà esclusivamente dalle 

unità di forza e di lunghezza che si sono scelte. Ma fissate queste 

unità, ¥ e j sono espresse da numeri e risulta un valore numerico 

F 
determinato pel rapporto -r, ossia per m. Orbene chiameremo massa 

^ F 

di un punto materiale il coefficiente -i-, cioè il valore del rapporto 

t/ 
fra la misura statica della forza applicata al punto e la misura del- 
l'accelerazione impressa. 

7. Corollario: masse eguall — Se una forza F imprime ad un 
punto materiale l'accelerazione j, e una forza eguale F imprime ad 
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F 

un secondo punto materiale l'accelerazione eguale j', avremo -t- = ?wi, 

t/ 

P 

-r = mt; donde f;ji = ma. Noi diremo che due punti materiali hanno 
•/ 

masse eguali, quando forze eguali imprimono ai due punti accelera- 
zioni eguali. 

Se una stessa forza F opera su due masse diverse mi ed m^, 

dette ji e J2 le accelerazioni corrispondenti, avremo — = ^; cosic- 

tn2 j2 

che si può misurare una massa come rapporto di accelerazioni, rife- 
rendosi ad una massa unitaria. 

8. Corollario: proprietà additiva delle masse. — Se due forze Fi 
ed Fa imprimono a due punti materiali di masse rispettive vii ed m^ 
la stessa accelerazione J, la forza Fi-f-Fs imprimerà al punto mate- 
riale mi-^-nh, che si ottiene dalla riunione dei due punti materiali 

Fi 
nh ed ma, ancora la stessa accelerazione j. Si ha, infatti, -7-== mi, 

JL 9 J 1 I Jf a 

-T- = ma; donde — -. — = mi + ma. 
J J 



* * 



Osserverò, circa l'ordine dei principi suesposti e l'importanza di 
ciascuno di essi, che il postulato dell'inerzia stabilisce il carattere 
fondamentale necessario accelerativo delle forze, altrimenti si potrebbe 
ammettere sia che un punto materiale soggetto ad una forza si muova 
di moto rettilineo ed uniforme, sia che un punto materiale non sog- 
getto a forze acceleri il proprio movimento. 

Questo postulato adunque^ pur non essendo strettamente neces- 
sario per la misura delle masse, ha la ragion d'essere in un'espo- 
sizione dei principi della Dinamica che servono a stabilire la nozione 
di massa. 

Il postulato del n. 3 permette di enunciare il principio della pro- 
porzionalità delle forze alle accelerazioni come conseguenza logica 
del principio di Galileo, sulla indipendenza delle forze. Questo ultimo 
principio si trova poi enunciato in una forma piìi generale di quella 
che sarebbe necessaria per la misura delle masse ; basterebbe infatti 
supporre che le forze, le quali operano simultaneamente sul punto, 
avessero tutte la stessa direzione. 

Il principio del n. 7 permette la sostituibilità, nel movimento, di 
di una certa massa con un'altra uguale, ma di materia diversa. 

Infine il principio additivo delle masse, del n. 8, conduce alla mi- 



b PERIODICO DI MATEMATICA. 

sura della massa di un corpo qualunque che si consideri come un 
aggregato di punti materiali. 

Per un ulteriore sviluppo della Dinamica (dopo i ricordati prin- 
cipi) si potrebbe invocare per la massa la proprietà in varianti va, ri- 
spetto allo spazio ed al tempo; ma questo attributo della massa non è 
necessario volendo limitarsi come abbiamo fatto, alla semplice misura. 

Non occorre poi dire che ho potuto, appunto per lo scopo che mi 
era prefisso, fermarmi alla considerazione delle forze costanti. 



* * 



Accennerò ora ai principi sui quali può fondarsi la definizione di 
massa, indipendentemente dalla nozione di forza. 

Si è già notato che la prima idea (storicamente documentata) di 
bandire i termini di materia e di forza dalla terminologia scientifica, 
rimonta a Lazzaro Carnet, nel 1783. Recentemente il Mach ha voluto 
in modo preciso stabilire il concetto di massa, escludendo la nozione 
di forza e, quasi contemporaneamente al Mach, il Clifford, in un di- 
scorso tenuto alla * Royal Institution „, nel 1873, afferma che * nessun 
matematico può attribuire un significato qualsiasi al modo, con cui 
si discorre, di materia, di forza e d'inerzia, nei testi usuali di Mec- 
canica „, Nell'opera del Clifford '^ The common senso of the exact 
Sciences „ si troverà un capitolo sulle leggi del movimento e sulla 
massa, e inoltre vi si troverà svolta l'idea di ridurre tutta la Dina- 
mica alla Cinematica. 

Non credo si possa essere concordi nell'affermare che prevalgono 
ragioni scientifiche, didattiche e sperimentali per definire la massa 
secondo queste ultime vedute; piuttosto sembra prevalere il carattere 
metafisico della definizione del Mach e del Clifford, che oggi è adottata 
anche da testi importanti di Meccanica. È bene tuttavia mettere in 
confronto, con i principi esposti più innanzi, quelli che conducono 
alla moderna definizione di massa, e che io ripeterò qui appresso, 
modificando alquanto l'esposizione del Boltzmann. 

I. Definizione di punto materiale (come quella data innanzi). 

IL Postulato: equivalente al postulato d'inerzia. — Ogni punto 
materiale ha la proprietà d'indurre accelerazione su di un altro punto 
materiale, indipendentemente dalla posizione assoluta dei due punti 
nello spazio e dalla velocità di essi. 

IIL Postulato. — L'accelerazione di un punto materiale (1) verso 
un punto materiale (2) è sempre rivolta in senso opposto a quella di (2) 

verso (1). Se dunque ^'13 ha il senso 12 della congiungente i due punti, 
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la jsi avrà il senso 21 della stessa congiungente: si dirà allora che 
i due punti materiali si attraggono. Se invece ji2 ha il senso del pro- 

lungamento della congiungente (1) con (2), e precisamente il senso 21, 

la j2i ftvrà il senso del prolungamento stesso, secondo 12, e si dirà 
che i due punti materiali si respingono. Tenuta ragione del II prin- 
cipio, l'accelerazione Ji2 , che (2) induce su (1), si potrà rappresentare 
in valore assoluto con F (ri2), se ria è la distanza dei due punti, e 
precisamente con — F (rn) se i punti si attraggono e con + F (rit) 
se i punti si respingono. 

IV. Postulato: assimilabile al principio di uguaglianza della 
REAZIONE all'azione. — Lo duo accelcrazioni ji2 ejn stanno fra loro 
in un rapporto costante in tutti i tempi, e qualunque sia la distanza ns; 

si ha cioè ^ = A:2, dove k^ è una grandezza costante per la coppia 

di punti (1) e (2), e di più positiva. Quindi, nel caso dell'attrazione, 
jia= — F(ri8), jii =—hF(ria); nel caso della repulsione ^"n = + F (ru), 
> = + *-2 F (r„). 

V. Postulato di transitività. — Siano tre punti materiali (1), (2) 
e (3); diciamo r^ ed ran le distanze fra (1) e (3) e fra (2) e (3). L'ac- 
celerazione ju si può rappresentare (a parte il segue) con ^{ru); 
l'accelerazione /ai si rappresenterà allora con is^Ois); ebbene: l'ac- 
celerazione del secondo punto materiale verso il primo sta a quella 

k 
del terzo verso il secondo nel rapporto costante -A, talché 9eJ2s = ^{ri3), 

(a parte il segno), si dovrà avere J9i = ^^ (rn)- 

VI. Definizione di massa. — Indichiamo con mi un numero qua- 
ìunqtie positivo, ma costante rispetto al tempo e ai luoghi, e poniamo 



avremo 
donde 

Analogamente, avendosi, 

risulterà 



Si ha così, per ciascun punto materiale, un numero determinato m, 
che chiamiamo massa di quel punto. 



ma 




'^-k- 
»«,-*»' 




1 

Ica 




jit . »«i 


= 


jn '. m, . 


dosi, 


h 


tMs. 


> 


h 


-»«.' 


jn . m 


=^ 


ja2 . ms . 
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VII. Postulato: assimilabile al principio di Galileo sulla in- 
dipendenza DELLE FORZE. — Dati più puiìti materiali, l'accelerazione 
(considerata come vettore) di un punto qualunque dei sistema, e la 
somma geometrica di n — 1 accelerazioni (se n sono i punti mate- 
riali), di cui ciascuna ha la direzione della retta che va dal punto 
materiale considerato ad uno qualunque dei punti materiali residui. 

Alla precedente definizione di massa, sempre cioè nell'ordine d'idee 
del Mach e del Clififord, si ricollega quella data dal Volterra (nelle 
lezioni di Meccanica razionale, a Pisa ed a Torino) movendo però 
dalla nozione statica di equilibrio e da quella d'un legame che sta- 
bilisce una distanza invariabile fra due punti materiali. Supposto 
quindi un sistema di due punti invariabilmente congiunti fra di loro 
e in equilibrio, si ammette: 

a) che, soppresso il vincolo, le accelerazioni dei due punti siano 
opposte e dirette secondo la comune congiungente; 

b) che le accelerazioni stiano fra di loro in ragione inversa di due 
numeri, ciascuno dei quali dipende solo dal punto corrispondente. Il 
numero corrispondente a ciascun punto, si chiamerà massa di quel 
punto. 

Noterò infine che ne la definizione classica di massa, né quella del 
Mach e del Clififord conducono ad una misura delle masse imponderabili, 
in quanto che le nostre esperienze si limitano (almeno attualmente, in 
modo preciso) alla misura delle accelerazioni assunte da masse pon- 
derabili Se avessimo, ad esempio, due pendolini perfettamente eguali 
ed elettrizzati, alla distanza r, dette rispettivamente ^' = 1 e q=2 

2 
le cariche elettriche, potremmo rappresentare la forza con ~j; inoltre 

2 2 

le accelerazioni sarebbero espresse cosi: ^'i = -j, j2 = -j (accelera- 
zioni delle masse ponderabili wh = l, f«2=l); quindi ~ = l. Invece 

•/* 
se, mantenendo invariate le cariche elettriche dei due pendolini, sup- 

2 
poniamo mi = l, w?2 = 2, la forza sarà ancora rappresentata da -g ; 

2 

. . 2 . r' j, 1 
ma si avrà ^^ = ^ , ^;2 = y , -j- = ^ . 

Lucio SlLLA. 
Roma, aprilo 1907. 
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NUMERI INTEBI, CHE SI POSSONO DECOMFOBBE 

nella somma o nella differenza dei quadrati di due numeri interi 

(Continuazione e fine — r. fase, precedente) 



CAPITOLO IV. 
Decomposizioni di un numero composto. 

§ II. Passiamo ora a trattare della decomposizione di un numero, 
che risulti come prodotto di potenze decomponibili alla lor volta in 
somme di quadrati. 

Cominciamo col dimostrare il 

Teorema. — Le operazioni (I), (II) eseguite sul prodotto di piti fat- 
tori, decomponibili nella somma di due quadrati, godono delle proprietà 
commutativa e associativa. 

Ci limiteremo per brevità, a dimostrare il teorema per l'opera- 
zione (I), poiché ugualmente si procederebbe per Taltra, o per le due 
operazioni combinate insieme. 

Sia: 

A = {a,a}, B = {6,6}, C = {c,c). 

Applicando la (I) alle decomposizioni di A e B, si ha: 
AB = {rt6 — oé, a'b + àb}. 

Applicando ancora la (I) a questa decomposizione di AB e a quella 
di C, si ha: 

ABC = {abc — abc — abc — abc, abc — abc + aòc + abc), 

Associanio ora le decomposizioni date in altro ordine, p. es.: {a, a}. 
(e, e}, (6, i}. Applicando, come prima, l'operazione (I), si avrà: 

AC = {ac — ac, ac-\-ac} 
e successivamente: 

ACB = {acb — acb — acb — acb, acb — acb + acb + acb). 
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Dal confronto delle due decomposizioni ottenute pel prodotto ABC, 
risulta dimostrato il teorema per il caso del prodotto di tre fattori. 
Ciò basta però, com'è ovvio, per poter concludere ch'esso vale qua- 
lunque sia il numero dei fattori. 

Vediamo ora subito un'applicazione di questo teorema. 

Sia dato un numero A decomponibile nella somma di due qua- 
drati. Esso avrà necessariamente (v. teor. § 3) la forma: 

A = 2^?;^^,"» . . . P^Q'^^Qf ^ . . . (ìl^% 

ove i numeri P sono primi di tipo 4p + l, e i numeri Q primi di 
tipo 4p — 1. 

Cominciamo coll'osservare che il prodotto di quest'ultimi ammette 
la sola decomposizione eccezionale {Qf*Qf'. . . Qf",0}.(^) 

In base al teorema del § 5, siamo certi di ottenere tutte le decom- 
posizioni di A, operando colle (I) e (II) successivamente sulla decom- 
posizione del numero Ql^^(Ìf^,.,QÌ'f" e su quelle degli altri fattori 
di A, considerando, naturalmente, ciascuno di questi tante volte 
quante sono le unità del relativo esponente. Applicando però il teo- 
rema precedente siamo fatti certi che le stesse decomposizioni si 
ottengono, cercando dapprima le decomposizioni delle diverse potenze 
di 2\ P"S P;;*, . . . , P"*", e operando poi mediante le (I) e (II) su queste 
decomposizioni e su quelle di Qf^^Q^^' . . . Qj;^" nell'ordine che si vuole. 

Cosi, ad es., si potranno associare le decomposizioni di P^* a quelle 
di P^ ed ottenere tutte le decomposizioni di P^'PJ^ a queste asso- 
ciare quelle di P"', e così di seguito fino ad ottenere le decomposi- 
zioni del prodotto P"*P"^ . . P^". Poi si potrà operare su queste e 
sull'unica decomposizione del prodotto dei rimanenti fattori. (*) 

§ 12. Lemma. — Se {a, a} è una decomposizione propria di un nu- 
mero A, ciascuno dei due numeri a e a è primo con A. 

Supponendo infatti che, p. es. A ed a avessero un fattore comune, 
esso, in virtù della relazioiie A = a' + a^ dovrebbe dividere anche a, 
e la decomposizione {a,_a) non^ sarebbe propria. 

Teorema. — Se {a, a}, {b, b), {e, e},..,, sono decomposizioni pro- 
prie dei numeri A, B, C . . . primi fra loro due a due, le decomposizionif 
che si ottengono pel prodotto ABC . . . operando colle (I) e (II) dapprima 



(*) Omettiamo la dimostraziono di questo asserto, perchè identica a qnolla usata nolVosserv. II 
del § 8 per dimostrare, che il numero Q-/^ ammette la sola decomposizione (Q/^, 0|. 

(^) Questo prodotto ammetto effettivamente un'unica decomposizione. Infatti, in virtù del too* 
rema di questo paragrafo, per ottenere tutto le decomposizioni di 2^Cl~^^^^'^^ • • • Q„ ", basta ope- 
rare colle (1) e (II) sulle decomposizioni di 2^ e del prodotto degli altri fattori. Ma 2À e questo pro- 
dotto ammettono ciascuno una sola decomposizione, e questo due decomposizioni sono di tale na> 
tura, che operando su esse colle (I) e (II) si ha una sola decomposizione (v. § 4), quindi il nostro 
asserto è provato. 
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sulle decomposizioni dei fattori A, B, poi su quelle ottetiuteper AB e su 
quella di C, e così via, sono tutte proprie e distinte. 
Consideriamo, ad es., le decomposizioni: 



{ab — ab, ab-\-ab}, 
^{ab-{-ab, ab — ab) 



(1) 



del prodotto AB, ottenute operando sulle decomposizioni di A e B 
mediante le (I) e (II), e supponiamo che, p. es., la prima non sia 
propria. 

Detto X il m. e. d. dei suoi termini, si avrebbe: 

ab — ab = hn, ab-\- ab = Xm\ 

e quindi, quadrando e sommando: 

AB = X(m« + m''). 

Questa relazione ci dice che, se i termini della decomposizione 
considerata ammettono un fattore comune, esso deve essere divisi- 
bile solo per fattori contenuti in A e B. 

Ora dall'identità 



{ab + ab) (ab + ab) = (a" + «*) 66 + aa (i^ + b^) 
• =A66 + Baa 

si ricava che il primo membro è divisibile per X e quindi per certi 
fattori contenuti in A (o in B), mentre il secondo membro è la somma 
di due numeri il primo dei quali e divisibile solo per i fattori di A 
e l'altro solo per quelli di B (perchè, per il lemma precedente, ae a 
sono primi con A, e 6 e 6 sono primi con B). Siccome A e B sono 
primi fra loro, l'uguaglianza precedente è assurda. Perciò è assurda 
l'ipotesi fatta. 

Lo stesso può ripetersi per la seconda decomposizione di AB. 

Si comprende ora che, dimostrata la proprietà enunciata pel pro- 
dotto AB, essa risulta dimostrata in generale. 

Infatti AB è un numero, per ipotesi, primo con C; le decomposi- 
zioni (1) di AB e quella di C sono proprie, quindi siamo ricondotti 
al caso del prodotto di due fattori nelle condizioni volute dal teoreuìa. 

Passiamo ora a dimostrare la seconda parte del teorema, e cioè 
che le decomposizioni considerate di ABC... sono tutte distinte. 

Per r ipotesi che sieno proprie le due decomposizioni {«,«}, (6,6) 
di A e B, risultano distinte (§ 4) le decomposizioni (1) del prodotto AB. 



1 
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La seconda parte Jel teorema sarà quindi dimostrata, se prove- 
remo die, ammesso BÌeno tutte distinte Je decomposìztoTii del pro- 
dotto P di nn certo numero di fattori, sono pure tutte distinte quelle, 
che si ottengono operando su queste e sulla deconipoaizìone data di 
un altro fattore. 

Sieno l/Ji, Pilr (pai Pa}, {pt,pa}.-. le decomposizioni di P ottenute 
secondo è indicato nel teorema. Essendo tutte proprie e distinte, po- 
tremo sempre supporre die sieno state scritte in modo che in ria- 
scuna di esse il primo termine risulti maggiore del secondo, e che i 
primi termini si seguano in ordine decrescente, e, in conseguenza, i 
secondi procedano in ordino decrescente. 

Varranno dunque le disuguaglianze: 

Pi>pu Pt>pÈ. ^t > pa . - . , 

Pi > !?■ > Ps > . . . . (a) 

Pi < Pa < Pa < - - , 

Sia Q un altro dei numeri dati, {q,g\ la sua decomposizione, scritta 
in modo che sia: 



?>?• 



m 



Prese, fra le date, due decomposizioni [pr, Prli {p«i P»! di P, e sup- 
posto f < F!, operando su ciascuna di esse e sulla lq,q\ mediante le (I) 
e (li), 3i ottengono pel prodotto PQ le quattro decomposizioni: 

iprq — prq, Pr2+Pr^}| 

{prq-\-pvq^ Prq-'PTq\, 

IP'^^ — p^q^ p^^q + p^q), 

{Pnq-\-p^q. P»q~p.q]. 

Per rosservazioue fatta nel § 4, la prima è distinta dalla seconda, 
e la terza dalla quarta. Resta dunque solo a vedere se la prima o la 
seconda possano coincidere con qualcuna delle ni tre due. Ci limite- 
remo a provare che la prima non può coincidere colla terza, perche 
lo stesso ragionamento si dovrebbe ripetere nel ftire gli altri con- 
fronti. 

Poiché, in virtù delle (2) e (3) i numeri prq — prq^p^q — P1.7 sono 
positivi, le due decomposizioni considerate coincidono se: 



ovvero ser 



Prq — Prq = P^q — P«?f 



Pr9"-Prg=p.g+P.g. 



m 
m 



Ma, in virtìi delle disuguaglianze (2% pvq^p^q e PrqKp^q; quindi 
l'uguagliauza (4) non può sussistere. 
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Ammesso che valga invece }a (5) si ricava: 

g Pt — Pb 

Siccome q e q sono, per ipotesi, numeri primi fra loro, esisterà 
un numero intero p tale che si avrà: 

Pr + P8 = pg, Pr — p. = p?. (6) 

Di qua si ricava: 

P {Prq — Prq) = PrPB + PrPs, 
— P + P {Prq-r Prq)=-' PrPn + PtPb. 

Quadrando _e sommando membro a membro, e tenendo presente 
che {prPs + PrPn, PrPs — PrP»} ò uua docomposizìone di P* e 

{prq — Prq, Prq + Prq) 

una decomposizione di PQ, si ha: 

p2 ^ p.pQ _ 2pP (prg + prq) = P, 
e quindi: 

pQ = 2(p.^ + Prg). (7) 

In virtù della prima parte del teorema, la decomposizione 

{Prq—Prq, Pr'q+'prqì 

di PQ è propria, e quindi, pel lemma dimostrato il numero Prq+Ptq 
è primo con PQ, e perciò anche con Q. Se Q non è uguale a 2, la (7) 
è dunque una relazione assurda. __ 

Ma se^Q fosse uguale a 2, si avrebbe ^ = 9^1, e, dalla J7) 
p=Pr + Pr. La prima delle (6) porgerebbe allora: Pr + P8 = Pr + Pr, 
cioè pg = Pr} il che è contrario alle ipotesi fatte circa le decomposi- 
zioni di P, che abbiamo considerato. Dunque il teorema risulta dimo- 
strato. 

Corollario I. — S^ Pi, Pa, . . . , Pm sono numeri primi di tipo 4p + li 
le decomposizioni del prodotto P"'Pj' . . . P^", che si ottengono operando 
mediante le (1) e (II) sulle decomposizioni proprie dei fattori P"*, Pj',..., P^™, 
sono tutte proprie e distinte. 

. Corollario II. — S^ Pi, Pa, . . . , Pm sono numeri primi di tipo 4p + 1, 
il prodotto PJ'^Pj* . . . P^" ammette 2°*~* decomposizioni proprie. 

Per convincersene basta pensare al modo, con cui si ottengono 
queste decomposizioni, e ricordare (v. oss. § 10), che ciascuno dei 
fattori Pi\ P,^ ..., P^ ammette una sola decomposizione propria. 
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§ 13. Teorema I. — Operanda colle (I) e (li) sulle decomposizioni 
distinte delle singole potenze P'^\ PS^^ - - • i P""t ^^^ compariscono nel pro- 
dotto P"'Pj-. . , P^"\ si ottengono decomposizioni iuite distinte di questo 
prodotto. 

Lo decoaiposiziOMÌ distìnte di P^"" sono: 

Una decolli posizione genprica del prodotto P^'P|^,,- P^™, ottenuLa 
opemriilo com'è dottij nel teorema, sat'k del tipo: 



/p»ip»a P*""!! p*'ip*'a i**™« \ 



(U 



ove i numeri p,^jHa...«„,i Pfli!4...i»,u sono termini di una decomposizione prò- 
pria del numero pj^i-^^p"i-^_ _ p-°-^'«- ottenuta operando colle (I) 
e (II) anlle decomposizioni proprie dei fattori P"^"-*^, p;'^~-^. ..,P2"-'"", 
Se dna decomposizioni del tipo (1) dovessero coincidere si do- 
vrebbe avere: 



psi pa 



pSFi* ^ pl'i pra pi-- „ 



ovvero ; 



p»i p»i p»'M pr, prj prm 



Se 5i , 5b, . . . , 5,1, sono di vei'si rispettivamente da n, r», . . , , r^T Que- 
sto iigimglianze condurrebbero a conci ndere die i termini dell'una a 
dell'altra delle decomposizioni proprie 

non sarebbero primi risptaLivarjieMte coi numeri p«i"^«4>^i-3«*^__p^^--^^«"' 

o P"^"-'1^:^~''^ . . r'""-'^ il che è contrario al lemma del § 12. 
i 3 111 ' « 

Se Si, Sa j * , . , s,„ sono uguali rispettivamente a n, Ta, < . . »m, si rica- 
verebbe invece cbe due decomposizioni proprie di p^'i-^ip«a-'^*ì p«'«'--»'«^ 
ottenuto nel solito modo, coinciderebbero, il che e impossibile (v, § 12, 
corolh I). 

CoTiOLLAR[o. - Dato U nummo A -= 2'P"^P"^ . , P^'^^Qf ^Qf ». , . Q-^ 
h decomposizioni che si ottengono operando mediante la {{) su quelle del 
prodotto P"'P^'3._ P^^**", ottenute com'è detto nel teorema precedente ^ e su 

qudla di 2^Qf 'Qf \ . . Qf ■ i^ono tntie distinte. 

Lx dimostrazione e tal j ne n te semplice, cbe crediamo di ometterla, 
per brevità. 

Ricoi'dando le considerazioni che seguono il teorema del § 11, 
possifima riassumere i risultati, ottenuti nei precedenti paragrafi» tiel 
seguente 
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Teorema II. - Dato U numero 2^P"'P"' . . . p»"'Qf >Qf > . . . Q"/»-, ove 
Pi, Pa, . . . , Più sono fattori primi di tipo 4p + 1 e Qi, Q2, . . . , Qn fattori 
primi di tipo 4p — 1, se si opera mediante le (I) e (II) sulle decompo- 
sizioni di P"* e Pj', quindi sulle decomposizioni ottenute di P"^P^* e su 
quelle di PgS eco,, e infine si opera mediante la (I) [0 la (II)] sulle decom- 
posizioni di P°»P^ "'PT e su quella di 2^Qf ^Qf » . . . Qf ", le decompo- 
sizioni che si ottengono sono tutte quelle ammesse da A, e sono tutte 
distiìUe. 

S 14. Teorema. — 6> ai , «2 , . . . , a,„ sono gli esponenti dei fattori di tipo 
4p-f-l, che entrano in un numero A, il numero ammette: 

i(ai + l)(^2+l)...(am + l) + i 

decomposizioni distinte, se quelli esponenti sono tutti pari, ammette in- 
vece ' 

i(a. + l)(«, + l)...(a™ + l) 

I 

decomposizioni distinte, se detti esponenti non sono tutti pari. (^) 
Cominciamo coll'osservare che dato il numero: 



,2/S- 



12 m ^l ^a ^11 ' 

ove le lettere hanno il solito significato, il numero delle decomposi- 
zioni, ch'esso ammette, è uguale a quello delle decomposizioni am- 
messe dal prodotto dei fattori della t'orma ip -{- 1, cioè dal numero 

paipa, patìi 

M ^3 • » • ^m • 

Infatti, come s'è visto più sopra, per avere tutte le decomposi- 
zioni di A basta operare sulle decomposizioni di P^^P^* . . . P^™ e sul- 
l'unica decomposizione del prodotto dei rimanenti fattori mediante 
la sola formola (I) [o (II)]. 

Rimane dunque a fare il computo delle decomposizioni del nu- 
mero P = P^^P."»...P^'". 

Siccome il teorema vale quando a2 = a8 = . . . = am = (v. § 10, 
teor. Ili), per ritenerlo vero in generale, basterà dimostrare che, se 
è vero, quando i fattori di P sono tn — 1, è vero anche quando 
sono m. 

Supponiamo dunque che il numero delle decomposizioni del pro- 
dotto P' = P"'Pj' . . . P^'l'ì, quando ai, aa, . . . , «m-i sono tutti pari, sia: 

i(ai + l)(a2 + l)...(«.-i + l) + i, 



(1) Cft*. P. Bachmann, loc. ciit., pag. 229, e P. Gazzamiga. loe. cit., pag. 113. La dimostrazione 
che segue ò, nelle linee generali, uguale a quella data dal Gazzaniga, ma il teorema ò più gene- 
rale. Ci permettiamo qui di osservare che la dimostrazione di questo autore non è del tutto rigo- 
rosa, perchè in essa non è messo in chiaro che le decomposizioni considerate sono le sole ammesse 
dal numero dato e che sono tutte distinte. 
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e quando ai,ag, .. .,am-i non sono tutti pari, sia: 
i(ai + l)(a. + l)...(7.-x + l). 

Osserviamo che nel primo caso il numero considerato ammette 
una ed una sola decomposizione eccezionale, e nel secondo caso nes- 
suna. (^) 

Il numero P^" ammette poi (v. § 10, teor. Ili) secondo che am è 
pari o dispari 

am + 1 , J^ 
2 + 2 ' 
ovvero 

ym + l 

2 

decomposizioni, di cui, nel primo caso, una, nel secondo, nessuna e 
eccezionale. 

Ricordiamo ancora, che, mentre operando su due decomposizioni 
regolari a termini differenti (^) mediante le (I) e (II) si ottengono due 
decomposizioni distinte, operando invece su due decomposizioni, di 
cui una almeno sia eccezionale, si ottiene una decomposizione sola. 

Per avere il numero totale N delle decomposizioni di P, basterà 
dunque fare il doppio del numero dei modi, con cui le decomposi- 
zioni regolari di P' si possono combinare con quelle regolari di P^", e 
aggiungere il numero delle combinazioni, di cui fa parte una decom- 
posizione eccezionale almeno. 

Premesso ciò, il computo delle decomposizioni di P è immediato. 

r Caso. — Siene aijcxj, . . . ,am-i,am tutti pari. Risulterà: 

N = 2[i(ai+l)...(a.n-i + l)-*][i(an. + l)-4] + 

[i(ai + l)...(am-i + l)-4] + [i(am + l)~i] + l, 

ossia, a riduzioni eseguite: 

N=H«l + l)...(«in-l+l)(am+l) + i. 

2* Caso. — Siene ai, a», . . .,ara-i tutti pari, e am dispari. Si avrà: 
P = 2[i{ax+l)...(a„,_i + l)-.i].4(am + l)+i(«m + l), 

e quindi: 

N = i(ai+l)...(-'m-i+l)(am + l). 



(1) Basta pensare che nel primo caso il numero ò un quadrato perfetto, e quindi ammette la 

o.m-1 
/ fi ^ -,- \ 

decomposizione \Pi*Pa' •••^m—i' ^ì ' ®^® ^ eccezionale, mentre tutte le altre sono del tipo (1) 
indicato nel teorema del § 13, e che nel secondo caso il numero non è quadrato perfetto. 

(9) Le decomposizioni dei numeri considerati sono a termini differenti, perchè detti numeri 
sono dispari, e non può essere A = [a, a), se A non è pari. 
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3® Caso. — Non tutti i numeri ai,a2, . . . ,am-i sieno pari, ed oLm 
sia pari. Si avrà: 

N = 2.i(ax + l)...(a«-i + l)H(a„, + l)-i] + i(ax+l)...(am-i + l), 

ossia* 

N = i(ai + l)...(aa,-a + l)(3Cm + l). 

4^ Caso. — Se am è dispari, e non tutti i numeri ai, aa, . . . ,ani-i 
sono pari, si ha: 

N = 2.i(ax + l)...(a.,_i + l).iK + l), 
cioè ancora: 

N = ^(«i + l)...(a„,_i + l)(a„.+ l). 

Il teorema è dunque provato. 



CAPITOLO V. 
Esempi di decomposizioni. 

Come complemento alla teoria, che abbiamo sviluppato, daremo 
in questo capitolo alcuni esempì di decomposizioni in somme di due 
quadrati. 

g 16. Cominciamo col considerare il caso più semplice in cui il nu- 
mero A dato sia primo del tipo 4p + l. 

Per determinare l'unica decomposizione, ch'esso ammette, basterà 
ricercare il primo numero della successione: 

A — 1», A — 2^ A-3",... 

che risulta un quadrato perfetto. Posto che A — a" sia il quadrato 
del numero a, si avrà: 

A = {fl,a}. (2) 

Se con E (Vm) s'intende d'indicare la radice intera del numero M 
approssimata per difetto, la determinazione della decomposizione (2) 

esige che si debbano esaminare al più i primi E (y-H-) elementi della 

successione (1). _ 

Infatti, posto che sia a> a, si ha 

a» + a^ = A>2à^ 




l 
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osala 

e quindi: 
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-»<n 



r<E(]/'4). 



Esempio I. — Dato ij_n liniero primo 113 (=4. 28+ 1), si dovranno 
esaminare fi] piìi E 11/-^! ^7 termini ilella succeasione: 

113 — 1% 113 — 2^ 113 — 2^.,. 

Effettivamente si trova che il l'^ termine 113 — 7' è il quadrata 
perfetto 64, quindi 8i Uà: 

113 = {8, 7). 
Esempio IL — Dato iì nnniero primo 241 (=^4 * 80 + 1)^ si dovranno 
esaminare al piìi E 11^-^7^1=10 termini della enccessione; 

241 — n 241— 2^ 241 — 3',,., 

Sì trova però che il 4'^ termine è il numero 225, che è il quadrato 
di 15, quindi: 

241=^{1d,4). 

§ t6. Si debba ora decomporre in aonune di due quadrati un nu- 
mero A che aia potenza r^^ di un numero primo P di tipo 4p + L 

Si cerchino all'uopo le decompoBizioni proprie {pnptì lpr-9,Pr^a!t 
{Pr^jjJr^iJi . . . delle potenze P% P^~^ P^~*, . . * che ai deducono dalla 
decomposizione {pi,pt\ di P (v. teor. g 9) considerando gli sviluppi 
delle potenze: 

e prendendo come termini delie decomposizioni cercate i valori sisso- 
luti della parte reale e del coefficiente di i nei rispettivi sviluppi- 
Tutte le poaaibili decomposizioni di A saranno allora (v, g 10, teor. II): 

{pT^p,h 1 Ppr^fl , P Pr^a } , { P Vr-4 1 P^pr^ ) , ^ - 

Esempio L — Decomporre in somme di due quadrati il numero 
2197 = 13". 
Si ha: 

13 = {3,2K 
Quindi : 

{3 + 2i7 = 3' + Ì.3.3*.2--3.3.2' — i2» 

= (3>-3,3.2*) + i(3.3^2 — 2^)== — 9 + 46Ì, 
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e perciò 

13« = {46,9}. 

Dunque le decomposizioni di 2197 sono: 

{46,9}, {39,26}. 

Esempio IL — Decomporre in somme di due quadrati il numero 
15625 = 5^ 

Si ha: 

5 = {2,1}. 

E successivamente: 

(2 + tT = 2« + i.6.2* — 15.2*-i.20.2» + 15.2^ + t.6.2 — 1 
= —117 + 44/; 
.(2 + i)* = 2* + i.4.2» — 6.2* — 1.4.2 + 1 

= — 7 + 24Ì; 
(2 + t)* = 2« + i.2.2 — 1 
= 3 + 4f; 

Quindi: 

5» = {117, 44}, 5* = {24, 7}, 5« = {4,3). 

Dunque le decomposizioni del numero dato sono: 

{117,44},' {5.24, 5.7}, (5^4, 5^3}, {5»,0}, 

ossia, eseguendo i prodotti e ordinando: 

{125,0}, {120,35}, {117,44}, {100,75}. 

§ 17. Sia dato ora un numero composto: 

A = 2^P«^P^"» . . . P^-Qf Qf ^. . . Q*^". 

Per trovare tutte le decomposizioni distinte, ch'esso ammette, si 
determinino dapprima (v. § 13, teor. II) tutte le decomposizioni delle 
divede potenze P"S P^% .. . ,P2'°; si cerchino poi le decomposizioni 
di P^*Pj* operando sulle decomposizioni di P^*, P^ mediante le (I) 
e (II), se le diecomposizioni, che si considerano, sono entrambe rego- 
lari, mediante la sola formola (I) [o (II)] se una almeno di dette de- 
composizioni è eccezionale; alle decomposizioni del prodotto P^^P^'si 
associno quindi, nello stesso modo, quelle di P^% e così di seguito, 
fino ad aver considerato l'ultimo fattore P^"', ed aver quindi ottenute 
tutte le decomposizioni di P^'P^* . . . P^". A queste si associ infine, 
mediante la (I) [o la (II)] la decomposizione del prodotto degli altri 
fattori, che è 

\2^QX«...Qf-,o}' 
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se X è pari, e 
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a'^Qf'Qf'. 






Qf'Qf'...Qf"/ 



S6 X è dispari, e si otterranno tutte le «lecom posizioni del numera dato« 
Esempio, ~ Si debba decomporre in somme di due quadrati il nu- 
mero 380250 =3, 3*. 5M31 

I fattorì primi di tipo 4p+l sono 5 e 13i mentre 3 e di tipo 
4p — \\ siccome però responente, cui esso è elevato, è pari, il numero 
sarà decomponibile in somme di due quadrati* Il numero delle de- 
composizioni (V. § 14) è; i (3 + 1) (2 + 1} = 6, 
Ora si ha: 

5^^(11,21^(10,5}, 
13'= 112,5} = 113,01 

Quindi, operando su questo decomposizioni mediante le (I) e (li): 



5M3'={11.12 — 2.5, 


11.5+ 2. 12} = {122, 79} 


= (11.12 + 2.5, 


n.5— 2.12} = 1142,31} 


= 110.12 — 5.5, 


12.5 + 10. 5} = 1110,95} 


= 110.12 + 5.5, 


12.5 — 10. 5) = {145, 10) 


= {11.13, 2.13} 


= (143, 26} 


= 110.13, 5.13) 


= {130,65} 



Poiché la decomposizione di 2.3* èi 

13,3}, 

8i avrà infine^ operando mediante la (li) su essa e sulle decom- 
posizioni precedentemente ottenute e ordinando secondo i valori 
decrescenti dai primi termini, le seguenti decomposizioni per il 
numero dato: 

{615,45}, {603,129}, 1585,195), (519,333), (507,351}, (465,405). 



CAPITOLO VI. 



Decdmpo^ìzioue di un numero nella dilTereufA di due quadrati» 



§ 18. La risoluzione del problema, di cui ci occuperemo in questo 
capitolo, è semplice % immediata. 

Ci proporremo di risolvere per numeri interi e positivi la equa- 
zione ^ — !/^ = A, dove A è un numero intero e positivo. 
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Premettiamo, per semplificare la dicitura, qualche definizione. 

Quando a e a" sieno due numeri tali che risulti a!* — a" = A, di- 
remo che [a\ a"] è una decomposizione di A. • 

Chiameremo a' e a' rispettivamente primo e secondo termine della 
decomposizione. Essendo A positivo, sarà a' > a". 

Una decomposizione di A si dirà eccezionale^ se a'' = 0. Evidente- 
mente i soli quadrati perfetti ammettono decori)posizìoni eccezionali. 

Due divisori di A si diranno complementari se il loro prodotto è 
uguale ad A. 

§ 19. Teorema. — Ogni numero, che non sia della foì'ma 4n + 2, 
è decomponibile nella differenza di due quadrati. 

Se un numero A ammette la decomposizione [a\ a"], i due numeri 
o' + o", a' — a" sono due divisori complementari di A, perchè il loro 
prodotto è uguale ad a^--a"^, cioè ad A. 

Reciprocamente, indicando con A' e A" due divisori complemen- 
tari di A, tali che sia A'>A", e ponendo: 

a' + a" = A', o' — a" = A", 

a ed a" risulteranno termini di una decomposizione di A. Se si vuole 
che a' e a" sieno interi, poiché risulta: 

a' = i(A' + A"), a" = i(A'-A"), 

bisognerà che A' e A'' sieno entrambi pari o dispari. 

Perchè ciò accada, il numero A dovrà essere o un numero pari 
della forma 4w, ovvero un numero dispari. 

Dunque non ammettono decomposizioni intere i soli numeri pari 
della forma 4n + 2. 

Osservazione. — Nel teorema precedente è indicato implicita- 
mente un metodo per ottenere una decomposizione di A, quando sieno 
dati due divisori complementari di questo numero, i quali sieno en- 
trambi pari o dispari. 

§ 20. Teorema. — Se, decomposto un numero A in fattori primi, si 
trova : 

il numero ammette : 

i|X-l|(ax + l)(72+l)...(a„ + l) 

decomposizioni se ai,aa,...an nwi sono tutti pari; nel caso opposto ne 
ammette: 

i|X-l|{(ax + l)(a, + l)...(an+l) + l}.n 

Le due formule mostrano che, per X = 1 il numero delle decom- 
posizioni di A, qualunque sieno ai,aa,...,an è uguale a zero, e in- 



(1) Conveniamo di indicare eoi solito sìmbolo |»i| il valore assoluto del numero m. 
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fatti che A non ammetta decomposizioni intere, quando X = 1, risulta 
dal teorema precedente osservando che per X = 1 il numero dato è 
della forma 2{2n + ìì. 

Escluso questo caso, si può osservare, in generale, che il numero 
dei modi distinti, in cui A si può decomporre nella differenza di due 
quadrati è, come risulta dalla dimostrazione del teorema precedente 
uguale al numero delle coppie di divisori complementari di A. 

Supposto A disparì, e quindi X = 0, il numero dei divisori di A 
(compresi l'unità e il numero stesso), è 

N = (ai + l)(aa+l)...(an+l). 

Se ai,aa,...,an non sono tutti pari, il numero N è pari, e il nu- 
mero delle coppie di divisori complementari di A e 

i(ai + l)(a, + l)...(«n + l). 

Se ai,a8,...,an sono tutti pari, il numero_N è dispari, e poiché 
due divisori complementari di A sono VA, VA, si avranno in tutto 

N-1 , , . . 

i{(ai + l)(a,+ l)...(«n + l)+l} 

coppie di divisori complementari. 

Rimane così dimostrato il teorema per X = 0. 

Supposto X > 1 per avere due divisori complementari di A, ba- 
sterà prendere due divisori complementari di A: 2^ e moltiplicarli 
rispettivamente per 2^-/* e 2f*. Ora siccome questi divisori devono 
risultare entrambi pari, |x potrà assumere solo i valori 1, 2, . . . , X — 1, 
e così per ogni coppia di divisori complementari di A :2^, si avranno 
X — 1 coppie di divisori complementari di A. Osservando che A: 2^ è 
un numero dispari e ricordando quanto è stato più sopra dimostrato 
a proposito del numero delle decomposizioni di un numero dispari, 
si conclude che il teorema è vero in generale. 

§ 21. Diamo ora un esempio di decomposizione. 

Sia dato il numero 720. Poiché risulta 720 = 2*. 3*. 5, questo nu- 
mero ammetterà ^ . 3 . 3 . 2 cioè 9 decomposizioni. 

I divisori di 3*. 5 sono: 

1,3,5,9,15,45 

e le coppie dei suoi divisori complementari sono perciò: 

(46,1), (15,3), (9,5). 

Le coppie di divisori complementari di A costituite da numeri en- 
trambi pari sono dunque: 

(45. 2», 1.2), (45.2», 1.2% (45.2, 1.2""); 
(15.2», 3.2), (15. 2^ 3.2»), (15.2, 3.2'); 
(9.2», 5.2), (9.2», 5.2»), (9.2, 5.2»); 
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Cloe: 



(360, 2), 
(120, 6), 
(72,10), 

Applicando le forinole: 



(180, 4), (90, 8); 
( 60,12), (30,24); 
( 36,20), (40,18). 



a' = i(A' + A"), a" = i(A'-A") 

ove le lettere hanno il significato loro attribuito nel § 19, si hanno 
pel numero 720 le decomposizioni: 

[181,179], [92,88], [49,41], 
[63, 57], [36,24], [27, 3], 
[ 41, 31], [28, 8], [29, 11]. 



Roma, gennaio 1907. 



Dott. 6. BiscoNCiNi. 



RAPPRESENTAZIONE GRAFICA 

PER LE FUNZIONI COMPLESSE DI VARIABILE COMPLESSA 



Nota di Luigi Galvani, a Bologna 



I. È noto che il comportamento delle funzioni reali di variabile 
reale o complessa è posto assai bene in evidenza dalle ordinarie rap- 
presentazioni geometriche mediante linee o superficie, pel fatto che 
ogni particolarità di queste ultime traduce un carattere inerente alle 
funzioni rappresentate. 

Ài contrario, qhando si voglia dare una immagine geometrica di 
una funzione complessa (di variabile reale o complessa) si urta nella 
diflScoltà di dovere ricorrere ad uno spazio a quattro dimensioni, e 
si perviene a rappresentazioni che non offrono ai nostri sensi al- 
trettanta evidenza delle precedenti. Ond'è che, rinunciando alla con- 
dizione di figurare una funzione complessa in modo tale che risulti 
visibilmente la corrispondenza fra le variabili indipendente x e di- 
pendente y = f{x)j si usa rappresentare la a; e la ?/ sopra due distinti 
piani complessi : tale rappresentazione gode del resto di molte e no- 
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tevoli proprietà, fra cui quella di essere generalmente isogonale nel 
caso, assai lato, che la y=f{x) sia analitica. (*) 
Il LiE, (*) dopo aver posto: 

suggerì di considerare t] , ^ , n come coordinate ortogonali di un punto 
nello spazio, e v come massa del punto stesso; così la funzione y=f(x) 
veniva ad avere per immagine una certa superficie di cui ogni punto 
era affetto da una massa determinata. Più tardi lo Sforza (') dimo- 
strò che il campo ternario completo si può rappresentare in modo 
invariantivo suirordinario spazio rigato non appena sia fissata una 
quadrica a punti ellittici. E finalmente il Pincherle (*) ebbe a con- 
siderare le superficie ottenute tagliando sopra ogni perpendicolare 
al piano complesso su cui si rappresenta la variabile indipendente, 
e da una stessa parte rispetto a questo piano, i segmenti misurati 
dai moduli dei valori che ha la funzione in quel punto; così, per il 
caso di funzioni algebriche semplici trovò superficie, generalmente 
a pili fogli, dotate di notevoli proprietà, e che furono oggetto di 
studio per parte del Montesano. C") Ora, in questi vari metodi si 
nota sempre che: o vien data una rappresentazione soltanto parziale 
del comportamento della y^=f{x), oppure la corrispondenza fra gli 
enti che rappresentano la a: e la y non ha carattere visivo. Perciò 
non è inutile cercare un mezzo di rappresentazione che sia, sotto 
questi riguardi, più soddisfacente di quelli sopra menzionati. 

2. À tale fine si assuma un piano su cui venga rappresentata nel 
modo solito la variabile indipendente x; scelti ? e r] come assi reale 
e immaginario uscenti dall'origine 0, e fissato in essi il senso posi- 
tivo, ad ogni valore a? = 5 + ìtj corrisponderà sul piano (^r^) il punto P 
di coordinate cartesiane 5 e r^. Quanto ai valori della funzione y=f{x), 
rappresentiamoli mediante i vettori di un altro piano sul quale u ev 
siano rispettivamente Tasse reale ed immaginario, ed Q Torigine, co- 
sicché se y = f(x) = u-\-iv, al valore y corrisponderà il vettore QN, 
essendo N il punto di coordinate u e v. Finalmente conduciamo daP, 
aflBsso di ir, il vettore PM uguale al vettore QN, ed allora il punto M 
potrà essere riguardato come affisso di y. Se poi si immagina che il 



(1) V. per es. Siebeck, Vbtr die gvaphifcht Darstellnttg imaginSrer FunTctiontn, Giorn. di Creile, 
voi. 55, 1858. 

(<) Vlttr eint DavtiéUung dts Imaginàren in der Geometrie. Giorn. di Creile, voi. 70, 1869. 

(3) Jl campo ternario completo rappresentato aullo gpaeio rigato, leggio E., 1885; e inoltre: Ori- 
gine geometrica delle euperfirie di Riemann. ** Annuario del R. Ist. Tecn. di Reggio E. , 1901. 

(<) Sopra certe superficie razionali che n'incontrano in questioni d'analisi. " Rend. delPIst. Lom- 
bardo „. 1891, serie II, voi. XXIV. — Vedi pure: Jié/tumé de quelques resultate reìatifa à la théorie 
dee sjfsthne* recurrents de fonctions, nei ** Rendiconti del Congresso matematico di Chicago « New 
York, 1896. 

('•} Su due superficie omaloidi che si presentano in questioni analitiche. • Rend. dell'Ist. Lom- 
bardo ,, 1891, serie li, voi. XXIV. 
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punto P si muova sul piano complesso, il vettore PM si muove 
nello spazio, mantenendosi però sempre parallelo al piano {uv), e 
il punto M descrive generalmente una superficie, che risulta piana 
(e giacente in (^7])) se il piano (tiv) sia parallelo a (^r^), ma che è di 
solito curva se tale parallelismo non si verifica. Ora, fra le infinite 
giaciture che si possono attribuire al piano {uv) (per ciascuna delle 
quali il punto M descriverà, anche in corrispondenza di una mede- 
sima funzione^ superficie diverse) è opportuno scegliere quella deter- 
minata dal fare coincidere le parti positive di r e di y], e dal con- 
durre u normale al piano (^r^). Si otterrà così un sistema di tre assi 
ortogonali ^, u ed Tj^t?, uscenti da una comwie origine 0, e dei 
quali l ed u sono reali, tj e t? immaginari; e sarà convenuto che sul 
piano (^Tj) (od {tiv)) le rotazioni intorno ad siano contate a partire 
da l (o da u) prendendo come senso positivo quello che sovrappone § 
ad n (od u at?) dopo un quarto di giro. Così dunque una funzione 
complessa di variabile complessa y = f(x) sarà rappresen- 
tata geometricamente dalla superficie x descritta dall' e- 
stremoM del vettore PM parallelo al piano (ut') che ha per 
componenti sopra u e v ìe parti reale ed immaginaria dì y, 
e che esce dal punto P affisso sul piano (^t]) del valore x, 
quando P descrive il campo di definizione della y = f(x). 

3. Rispetto alla superficie x si possono fare alcune osservazioni 
generali: 

a) Ogni punto comune a x ed al piano (^T/) è l'affisso di un 
valore della funzione puramente immaginario, perchè estremo 
di un vettore parallelo ad 7], avente quindi su u una componente nulla. 

h) Ai punti di una retta r\ di i^r) parallela ad t] corri- 
spondono sulla I punti di una curva piana, ottenuta come se- 
zione di T col piano parallelo ad (yjii) condotto per r(. 

e) La corrispondenza fra i punti di x e quelli di (^y]) in 
cui è definita \2i y^=f(x)^ non è necessariamente biunivoca, 
neppure se la x sia una funzione ad un valore. 

d) Un punto comune a due o più falde di x non è necessaria- 
mente affisso di due o più valori uguali assunti dalla y per uno 
stesso valore di x. 

e) Se in una parte in cui è definita la y = f{x), questa si man- 
tiene reale, ivi la rappresentazione ottenuta coincide con quella data 
ordinariamente per le funzioni reali di variabile complessa. 

4. Applichiamo dapprima il metodo di rappresentazione esposto 
ad un esempio semplicissimo, e cioè alla funzione y = x. Sia 

a? = |'+t7] 

un valore di x al quale corrisponderà y = ? + tT^; detto P l'affisso 
di X su (5^)), l'affisso M di ^ si potrà ottenere osservando che le <^ 
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ponenti sopra u ev del vettore che rappresenta y nel piano (uv) sono 
rispettivamente g ed t]: basterà dunque condurre per P il segmento PN 
uguale e parallelo a g, e per N il segmento NM uguale e parallelo 
ad 7]. L'affisso cercato sarà M. 

In particolare: a) se P percorre l'asse reale, M descrive una retta 6, 

e cioè la bisettrice dell'angolo ^u ; 6) se P traccia una retta ^' pa- 
rallela a g, M descrive pure una retta b' che è la parallela alla b 
uscente da un punto di y], ed avente dal piano {^u) distanza doppia 
di quella di ^'; e) quando P percorre Tasse t), anche M descrive lo 
stesso asse, conservfindo però sempre da una distanza doppia di 
quella del punto P. 

Si conclude dunque che la x relativa alla funzione y=x e 
il piano bisettore del diedro che ha lo spigolo r^ e le facce 
rj^ , rju : e se pensiamo che la retta ^' muovendosi parallelamente a ^ 
generi il piano (^tj), la retta (corrispondente) b' si muove parallela- 
mente a i, conservando da {^u) una distanza doppia di quella di §' 
ed appoggiandosi ad r/, e genera il piano i, immagine della funzione. 

I punti affissi di valori corrispondenti di a; e di y non apparten- 
gono, in generale, ad una stessa perpendicolare al piano (^tj) ; ma è 
assai facile, segnato un punto qualunque sul piano x, trovare nel 
piano (Iri) il punto di cui quello è il corrispondente. 

5. In secondo luogo vediamo come sia rappresentata la funzione 
esponenziale j/ = e^ Gioverà porre 

X = te^ =-t (cos a + i sen a) 
e ne verrà 

ìj = e^ '^^^ ** (cos {t sen a) + i sen {t sen a) ). 

Per quanto si è convenuto relativamente alle rotazioni nei piani (gr^) 
ed (mp), l'affisso di un valore x=te^^ sarà nel piano (gr]) il punto P 
di coordinate polari if ed a quando sia il polo e ^ l'asse polare; e 
il vettore corrispondente ady = e^ sarà, nel piano (t/«?), quello di ar- 
gomento t sen a e di modulo / *^®* ". Perciò l'affisso M di y si avrà 
conducendo il vettore PM uguale a questo. Ma la costruzione effet- 
tiva di PM può essere semplificata, osservando che 

cos {t sen a) + i sen (t sen a) 

rappresenta il vettore PM' parallelo a PM e di modulo 1 (versore); 
e poiché PM' ha come componenti sopra u e v rispettivamente 
cos(^sena) e sen (^ sen a), così si cercherà anzitutto M' conducendo 
per P il segmento PN' uguale e parallelo a cos (< sen a), e per N' il 
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segmento N'M' uguale e parallelo a sen (t sen a) ; e si moltiplicherà 

poi il vettore PM' per e* *^® ", pervenendo così al vettore PM di cui 
l'estremo M è l'affisso cercato. 

Per avere un'idea della superficie x generata da M al variare 
di P sul piano (^r]), specializziamo il moto di P (fig. 1). 




Fig. 1. 

a) Supponiamo dapprima che P percorra l'asse reale ? : poiché 
in tal caso è a = 0, risultano per y valori puramente reali j/ = c*, 
e quindi il punto M descrive sul piano (^u) la ben nota curva del- 
l'esponenziale, rispetto a cui 5 ò asintoto. _ _ _ _ 

b) Si faccia ora percorrere a P, affisso di x =^t (cos a + f sen a), 
la retta t]' parallela ad t] ; intanto si osserva subito che al variare di P 
su 7]' il vettore corrispondente mantiene il suo modulo costante ed 

uguale ad e' ^°® ", poiché l'equazione polare t cos (x,= t cos a rappre- 
senta appunto in (ct]) la retta rf descritta da P. Inoltre, come s'è 
notato, l'estremo M del vettore PM traccierà una curva piana, pa- 
rallela al piano (uv); al fine di facilitare lo studio di tale curva, 
vediamo prima quale linea venga generata dall'estremo M' del ver- 
sore di PM, e riferiamoci ad un sistema cartesiano di cui r} (per- 
corso nel medesimo senso di tj) sia l'asse delle ascisse, 0' (interse- 
zione di 7)' con E) sia l'origine, e la w' parallela ad u condotta per 0' 
sia l'asse delle ordinate. Sia poi M' una posizione generica del punto M', 
ottenuta per x = te^^, e si tracci M'S perpendicolare ad y]'; allora, 
se è P il piede del versore PM', risulta che SM' e PS sono le com- 
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ponenti reale ed immaginaria di PM', ed OT è la componente imma- 
ginaria di OP=x, e quindi, dette y/ ed vi le coordinate di M', verrà: 

'(ì = O'P + PS = < sen a + sen (7sen a) 
n' = cos (^ sen a) 

cioè, ponendo i sen a = p ed omettendo le lineette: 

Y]' = p + s©"^ P 
u =' cos p. 

Queste sono le equazioni parametriclie della cicloide descritta da 
un punto A di una circonferenza di raggio 1 che rotoli sopra la retta 
di equazione «'=— 1, supponendo che quando il centro del cerchio 
generatore è in 0\ il punto À sia sulla parte positiva dell'asse u\ 
Il parametro p denota la lunghezza dell'intervallo OT percorso dal 
centro del cerchio quando il punto A sia venuto in M'. 

È ora facile stabilire la natura della curva descritta daM; poi- 
ché M giace su PM' ad una distanza |PM| = e' ^^^ "*, così si conclude 
che il punto M descrive una cicloide ordinaria, accorciata 

allungata secondo che ^^^^"^ è uguale, minore o mag- 
giore dell'unità. 

Così dunque: se il punto P descrive l'asse immaginario t], 
il punto corrispondente M descrive nel piano (r^u) una ci- 
cloide ordinaria, intersezione di tale piano colla superficie x, rap- 
presentatrice della funzione. Quando P percorre una parallela 
ad 7] di equazione ^ == ^ , il punto M traccia una cicloide 
allungata se è g > 0, ed accorciata se \ < 0: tali cicloidi sonò 
le sezioni di x coi piani paralleli a (tju) di equazione ^ = ^. 

Una generazione cinematica della x si ottiene dunque così: ad 
un cilindro indefinito di asse \ e raggio 1 sia invariabil- 
mente connessa la curva esponenziale già tracciata sul 
piano (^1/); si immagini poi che tale cilindro rotoli (senza 
strisciare) sopra il piano parallelo a (^t]) alla distanza — 1: 
allora l'asse del cilindro percorre il piano (^t]), e contem- 
poraneamente la curva esponenziale che gli e connessa 
descrive la superficie x. 

In ogni istante ai punti situati sull'asse del cilindro corrispon- 
dono i punti della curva esponenziale che gli è connessa. Risulta 
poi evidente che la superficie x si riproduce identicamente 
in corrispondenza alle infinite striscio piane comprese fra 
le rette rj = 2fc7w, 7] = 2(fc+ 1)71, e ciò traduce geometricamente la 
periodicità della funzione esponenziale. 

e) Il piano (t/r) divide la x in due parti di diverso comportamento 
grafico. Quella dove \ è negativo, come ben si vede immaginando le 




PERIODICO DI MATEMATICA. 



29 

sezioni di x con un piano parallelo ad (tju) che si allontani indefini- 
tamente da 0, non contiene punti multipli, e rispetto ad essa il 
piano (^Tj) è assintotico, il che signitìca che lim e^^=0 quando x tende 
air infinito per valori a? = 5 +ìt) tali che sìa 5 < 0. L'altra parte di x, 
esaminata mediante analoghe sezioni, si trova contenere infinite linee 
di punti doppi formate dai nodi delle cicloidi allungate che sono de- 
scritte dai punti della curva esponenziale per ^>0; e poiché tale 
curva si allontana indefinitamente da ^ al crescere indefinito di ^, 
la sezione limite di x con un piano parallelo ad {rin) tendente all'in- 
finito è di tale forma che esprime appunto Tessere lini e'' = oo 
quando x va all'oo per valori a; = ^ + *''J ì" cu> sJ* 5^0. 

Finalmente il riprodursi indefinito della superficie x nelle striscie 
di (^Tj) parallele a ^ e di larghezza 2ic, esprime anche il fatto del- 
l' indeterminazione di lim 6^ per x che tenda all'infinito percorrendo 

rette dì argomento -^' 

Si osservi che la falda di x situata rispetto al piano (7]u) dove ^ 
è positivo, contiene oltre le linee doppie di cui si e già fatto cenno, 
quelle che risultano dalla reciproca intersezione delle varie parti 
di X corrispondenti alle infinite striscie in cui si è diviso il piano (^t]); 
ma SI le une che le altre linee doppie non rispecchiano nessuna no- 
tevole proprietà della funzione y = e^. 

d) Le equazioni parametriche della x, riferita agli assi ^, t), u si 
hanno facilmente da quelle della cicloide, introducendo come nuovo 
parametro la distanza d=^\ e^ \ del 
punto generatore dall'asse del ci- 
lindro mobile; esse sono dunque: 

5=logrf, yi=P'\-dQenp, tt=dcosp 

dove d può variare da all'oo, e 
p da — 00 a -|- 00. 

e) Facciamo percorrere al punto P, 
sul piano (5tj), un raggio OR di argo- 

mento oc, essendo < a < -g- ; ciò 

equivale a dare ad x valori della 
forma te^** con a costante (fig. 2). 
Quando P è in il vettore corri- 
spondente ha il valore assoluto 1 
e giace sopra u; di mano in mano 
che P si allontana da il vettore PM cresce in valore asso- 
luto come l'esponenziale, e contemporaneamente ruota intorno a P 
mantenendosi parallelo al piano (tiv), per tal modo che quando t è 

27C 

cresciuto da a — — , il vettore PM ha compiuto un giro intorno 




Fig. 2. 
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a P, e quindi l'estremo M ha descritto la prima spira di una curva 

2k 471 

indefinita. Per t crescente da — — a , M descrive una seconda 

sen a sen a ' 

spira che si allontana più della precedente dall'asse OR, e così di 

seguito. La curva tracciata da M quando P percorre OR si compone 

dunque di infinite spire che si allontanano indefinifaniente dal loro 

asse OR, ma che conservano il passo costante ed uguale a . Se 

' '^ ° sena 

poi si facesse percorrere a P il raggio OR' opposto ad OR, il punto M 
genererebbe una curva analoga, le cui spire però si accosterebbero 
via via ad 0R\ col crescere della loro distanza da 0. 

/) Sia M un punto della superficie x, per es. nella porzione rela- 
tiva alla striscia di (Er)) compresa fra le rette 7] = ed r] = 27^; e 
si voglia determinare sul piano (^tj) il punto P cui M corrisponde. 
Basta perciò condurre per M il piano perpendicolare a ^, valutare 
l'ascissa ^ del punto sezione ottenuto, e tracciare sul piano stesso 

il cerchio di centro M e raggio e^ : una delle due intersezioni del 
cerchio col piano (^y)) (è facile stabilire quale), costituisce il punto P 
cercato, come risulta dalla generazione cinematica di x. 

6. Come ultimo esempio consideriamo la funzione algebrica y = ]^, 
che ha in x = un punto di diramazione. Posto, come al solito: 



x=^te 



Sa 



ne risulterà : 



J/ = ì 



]lt 6*2 



Ivr 



-7=/ a , a\ 

= \t Icos ■2" + * s^n y I 

= yt I cos — 2 — r * sen 



a + 2-r 



a 4-271' 



)■ 



e quindi, segnato sul piano (^y]) il punto P affisso di un valore ge- 
rico x = te^^, si dovranno per P condurre due vettori PMi e PM2, 
rappresentanti i due valori assunti dalla y = ]^; ed essi avranno 
lo stesso modulo di misura '^t , e saranno diretti in senso opposto 
perchè le loro componenti, reale ed immaginaria, hanno segno di- 
verso a cagione di 



cos- 



a + 27: 



■= — cos 



a 4" 271; a 

sen — ^ — = — sen -o~ 



I punti Mi ed Ms si possono assai facilmente costruire: basta 
tracciare per P la paraljela u' ad 11, indi il raggio parallelo ad (uv) 

che forma con m' l'angolo -o- e segnare su questo raggio il segmento PMi 

avente per misura ]^t ; dopo ciò, il punto simmetrico di Mi rispetto 
a P sarà Mg. 
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£ interessante rendersi conto della forma della superficie x ge- 
nerata da Mi ed Mg al variare di P sul piano (^r^), poiché essa ha 
gli stessi caratteri, rispetto sAVanalysis situs, della riemanniana di 

a) Suppongasi che il punto P percorra a partire da il raggio OR 
di argomento a cioè che in a? = <«***, (del quale valore P è l'afiSsso) 
vari i da all'oo e sia costante a: allora il vettore corrispondente PMi 

ha un modulo che varia come y^ , e un argomento costante -o~: al- 
trettanto può dirsi di PM9, colla sola differenza che il suo argomento 
è — 2 — "• Quindi Mi ed Ma descrivono insieme una curva piana, 

e precisamente tutta una parabola rispetto alla quale OR è 
un diametro; essa è contenuta in un piano che forma con (^tj) il 

diedro p, essendo p dato mediante cotg 3 =■ tang -^ cos a ; e la sua 
equazione, scelto OR come asse delle ascisse ed OS = 5 (di argo- 
mento -H- sul piano {uv)) come asse delle ordinate, è s^ = t. 

In particolare: se P percorre l'asse reale positivo, M de- 
scrive sul piano \^u) la parabola di equazione u'^^, ri- 
spetto a cui ^ è asse principale. SeP percorre l'asse reale 
negativo, M descrive sul piano (§73) la parabola V=— §, che è 
uguale alla precedente e passante pure per 0, ma contenuta in un 
piano perpendicolare a quello dell'altra. 

h) Immaginiamo ora che il punto P, partendo da una posizione 
P = ^e^^* dell'asse reale positivo, percon-a il cerchio (0, ^) per es. nel 
senso positivo, e seguiamo il moto dei vettori opposti PMi e PM9 
che l'accompagnano e che conservano costantemente il modulo di 

misura y^. Quando P è sull'asse ^, i vettori sono paralleli ad n, 
quindi normali al piano (^t]), e precisamente supporremo che PMi 
abbia il senso scelto come positivo su k, cioè corrisponda al valor 
positivo di y^;. Di mano in mano che il raggio OP ruotando 
intorno ad descrive angoli crescenti «i, «a, , il vet- 
tore PMi si muove mantenendosi parallelo al piano (^u), e 
formando via via colla parte positiva di u angoli di am- 

2 » 2"» ^^ particolare: quando OP ha percorso l'an- 

gelo -g- , il vettore PMi è giunto a formare l'angolo ^ con detto 
asse; dopo un mezzo giro di OP, PMi forma con u l'angolo -^, cioè 



ai 
piezza TT 
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Sk 



è contenuto in (^tj); quando OP ha percorso l'angolo -^ , PMi forma 



2 
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l'angolo -7- ; e finalmente dopo un intero giro di OP, PMi fa con h 

l'angolo 7c, vale a dire acquista la posizione inizialmente occupata 
da PMa. Perchè il punto Mi ritorni nel suo posto primitivo, è dun- 
que necessario che P faccia due giri completi intorno ad 0. Questa 
comportamento del vettore PMi pone assai bene inìuce la polidromia 
della funzione y = Va?. Siccome i vettori PMi e PM» sono opposti^ 
per generare tutta la superficie x basta che P percorra tutto un 
raggio uscente da 0, e che questo raggio compia un solo giro in- 
torno ad b. 

e) Da quanto precede risulta la seguente generazione cinematica 
di T. Si segni sul piano Hu) la parabola già considerata u'==^, 

intersezione di x con tale piano, 
e si pensi ogni ordinata PMdella 
curva connessa al rispettivo 
piede P sull'asse ^^OR; poi si 
faccia ruotare OR con velocita 
uniforme intorno ad 0, nello 
stesso tempo che ognuna delle 
ordinate connesse ruota intorno 
al proprio piede mantenendosi 
parallela al piano (iiv) e con tale 
'^ velocità angolare che sia metà 
di quella di OR: dopo un giro 
di OR, la curva che l'accom- 
pagna (parabola) ha generato com- 
piutamente la superficie x. 

d) Giova determinare la forma 
della curva E tracciata dall'estre- 
mo Mi di PMi quando P descrive due 
circonferenze complete di raggio t 
intorno ad 0: di qui risulterà più 
evidentemente la forma e l'ordine di 
connessione di x. 
La proiezione ortogonale K' di K sul piano (?y]) si può costruire 
(fig. 3) tracciando anzitutto il cerchio (0, t), e notando che da ogni 
punto P di questo cerchio si deducono due punti di E', e cioè le 
proiezioni degli estremi dei vettori PMi e PM2 uscenti da P; e poiché 

il modulo di tali vettori è misurato da \'t, e l'inclinazione di PMi 
sul piano (?7]) è il complemento di metà dell'argomento a di OP, ne 
viene che da ogni ordinata di un punto P del cerchio si ottengono 
le ordinate di due punti di E' aggiungendo e togliendo a quella la 




Fig. 3. 
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proiezione di PMi su (^r;). Ora, l'ordinata di un punto generico P del 
cerchio è: 

inoltre 



proiez. PMi = V^ sen y = V^ \ 2 "^ ì~2 ' 

e quindi l'equazione di E' è senz'altro 



ri-±Ì^^^'±f-^ 



od iinclie 

t;-27i« (<«_f + ^) + (<« _ 5»+ ^J_2«» - f) (< - 5) = 0. 

La K' è dunque una curva del 4^ ordine, simmetrica rispetto al- 
l'asse ^, compresa tutta nella striscia limitata fra le rette ^ = ± ^. 

e) Cerchiamo i due punti doppi della K': perciò dovremo far si- 
stema delle: 

FR.>|)"-V-2'i'(l'-P+'-^) + (''-5' + ^)'-2«"-6')(l-5)=0 

||I = 4„-4,(.--5-+^)-0. 

La seconda equazione è risoluta pei* 

ri = e per r)« = <»-f + ^-^; 
se si sostituisce il secondo valore nella equazione precedente si ha: 

da cui 5= ± ^, e risalendo ai corrispondenti valori di yj: 

I punti di coordinate: 

n=t n- — t n- — 1_ 

sono dunque punti multipli della curva E', purché per questi valori 
non risulti -j^ = oo ; ma ciò effettivamente accade, essendo 



^f?' 
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onde si conclude che i tre punti precedenti non sono doppi, ma tali 
che in essi la tangente a K' è parallela all'asse tj. 

Sostituiamo invece nella F (5, if]) = l'altro valore di y], cioè t) = 0; 
risulterà 

da cui ^ = t e § = i — <; si hanno quindi i due punti di coordinate 

dei quali il primo si è già visto non essere multiplo, laddove il se- 
condo è in effetto un punto doppio di K'. 

La E' possiede dunque un punto doppio sull'asse ^ com- 
preso: fra — 00 e per oo >f >^; 
fra e i per ì>t> ì. Per t>i esso 
è un nodo; per < = | si riduce a una 
cuspide; per « J si ha un punto doppio 
isolato che non appartiene però alla 
-( curva proiezione di quella descritta 
da M. 

Il punto doppio di K' è proie- 
zione di UH punto doppio di E, 
e di ciò è facile convincersi pen- 
sando al modo di generazione della 
curva E. 

f) Determiniamo anche l' equazione della proiezione E" di E 
sul piano ilii) (figura 4). Assunto come parametro l'angolo a de- 
scritto intorno ad da OP essendo P il piede del vettore PMi, 
verrà : 

y _i « ' — OC . 

q = t cos a , u = ± ] t cos -^ , 





li 


^.^ 


-^ 


5^; 




r^ 


r 






^. 


r 


•A- 


'/* 


jl 




^ 


^ 


^ 





Fig. 4. 



da cui, eliminando a: 



u^ = \\-^\t. 



equazione di una parabola di asse ^, che volge la convessità alla 
parte negativa di ^, che ha il vertice nel punto \-= — t^ il fuoco 
in 5= — 1-\'\ ed il parametro}. 

Però è da osservarsi che la E", come proiezione di E, si ri- 
duce al solo arco di parabola compreso fra le rette ^ = ±^. 
Si noti pure che la parabola di cui fa parte E" varia soltanto di 
posizione al mutare di i\ precisamente subisce la traslazione di am- 
piezza — h quando i acquista l'incremento h. 

Gli estremi degli infiniti archi di parabola E" corrispon- 
denti agli infiniti valori di t costituiscono una nuova pa- 
rabola, e cioè la u^=^\, già ottenuta come sezione della x col 
piano (^1/). 
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g) Filialmente detenniniamo la curva L formata dai punti doppi 
delle curve K corrispondenti agli infiniti valori di t. Poiché la L è 
evidentemente contenuta nel piano (^u), si potrà riferirla agli assi ^ 
ed fi: scelto come parametro il raggio t del cerchio descritto da P 
intorno ad 0, e dette ^, u le coordinate di un punto generico di L, 
risulterà: 

da cui eliminando t ed osservando che u deve essere negativo: 

equazione della retta parallela a ^ alla distanza — i dalTorigìne. Ma 
si è già osservato che i punti doppi delle K' (cioè le proiezioni dei 
punti doppi delle K) sono tutti compresi fra — oo ed i; quindi il 
luogo L si riduce al raggio contenuto nel piano (^m), paral- 
lelo alTasse ^ ed uscente dal |>unto di coordiu'ate 

Il raggio L costituisce l'unica linea di passaggio da un foglio al- 
Taltio della superficie t; e la sua origine* e ciò che per le superficie 
di RiEMANN si dice un pmUo di diramazione. La x, che ha pertanto 
l'ordine di connessione 2, si può considerare come la superficie de- 
scritta da Mi quando P descrive la riemanniana della funzione y=^'^x. 
Però è notevole il fatto che per tale riemanniana il punto di dira- 
mazione è Torigiile 0; laddove sulla x il punto di diramazione non 
è quello corrispondente ad 0. 

Febbraio 1907. 



RAPPRESENTAZIONE ANALITICA delle superficie generate da due piani i 
e a, e da una stella di classe p con un piano {p — '^)—plo, in 
corrispondenza birazionale fra loro. 



Sia per es. la stella di piani, con un piano multiplo secondo (p — 1) 
(monoide) 

S = Up (?», ?„ l^) + l, Up_x (lu 5., %z) = 0, 

ove le \ sono le coordinate correnti dei piani della stella, e le U fun- 
zioni omogenee delle (^i, ^2, Ss) di grado uguale al loro indice. 
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La S si può mettere in oorrispondensa biunivoca col piano pun* 
teggiato Xé = 0, mediante le relazioni : 



?i 



5. 



5. 



5« 



2aUp— i(Zi,ZsyZs) Zallp— i(Zi,Za^) ZsUp-i(Zi,Zs,Zs) U p( Zi,Zt,Zg) 



(1) 



ove, con Zi, Z«, Zs indichiamo le coordinate correnti dei punti del 
piano 0^4 = 0. 

Sia nel piano a ^ (0, Xa, Xs, X4) il sistema omaloidico 

dove le 6 sono funzioni omogenee di grado g delle (X9, Xs, Xi) e le 
(11, as, ds numeri variabili ad arbitrio. 
Le equazioni: 



Zi:Za:Z, = ei(X):e,(X):e,(X), 



(2) 



ci definiranno una corrispondenza cremoniana di ordine g, fra i piani 
Xi = e (o=)xi = 0. 

Componendo le (1) e le (2) avremo: 



?. 



5. 



e* 



e.(X)Up-, [e{X)] ~ e.Up-,[9(X)] - e,Up-,[«(X)] - Upte(X)] 

Ponendo 



avremo 



?i 



e.Up-xie(X)]=9.(X), 

e.Up_,[e(X)] = <p,(X), 

e.Up-x[e(X)]=cp.(X), 

Up[e(X)]=<p«(X), 

5. ?. ?. 



9i(X) (p»(X) (f!»(X) (p*{X) 



(3) 



Queste equazioni ci danno la corrispondenza birazionale più ge- 
nerale, che può intercedere fra la stella di piani S ed un piano ge- 
nerico a, che nel nostro caso abbiamo scelto come piano :ri = 0. in 
altri termini, le (3) danno la piìi generale rappresentazione univoca 
della stella di piani (monoide) S di classe p dotata di un piano (p — 1) — pio, 
sul piano punteggiato. 

Le 9 sono funzioni omogenee delle (X2, Xs, X4) di grado w = ^.p, 
cioè multiplo dell'ordine della stella. 

Sia nel piano Xi = 0, un altro sistema omaloidico 



6i4^i(X) + hU^) + bsMV = 0, 
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OYe t];i, ^8, cl>4 sono fanzioni omogenee di grado n delle (Xs^XsjXi) e 
le b numeri arbitrari! variabili. Le relazioni 

Y. Y» Y. ^^j 



definiscono una corrispondenza birazionale di grado n, fra il piano 
o = (0,X,,X«,X4) e o' = (Yi,0,Ya,Y4), indicando con Yi, Ys.Y* le 
coordinate Xi^Xt^Xi sul piano xa^=0. 

Congiungendo i punti di o e o' omologhi in virtù di questa corri- 
spondenza, si ottiene una congrumza Qa'\- 2^11 di ra^r^i in corrispon- 
denza biunivoca colla stella S. Il luogo dei punti intersezione dei 
raggi Q con i piani corrispondenti nella S, e una superficie 21 razio- 
nale, di cui vogliamo dare la rappresentazione analitica. 

Per un punto del raggio di Q che unisce i punti Xi e ^i(X), si ha: 

Al raggio Xi4ji(X), corrisponde in S il piano rappresentato in coor- 
dinate di punti dairequazione 

9i(X)a?i + ^,{X)x, + <p,(X)a:a + HX)x, = 0. (6) 

Affinchè il punto ti giaccia sulla superficie D, bisogna che le espres- 
sioni (5) soddisfino le (6); quindi 

X ('^aXa -f- qJaXa + cpiX*) + |A (cpi'ii + qps^^j + ^*^i) = 0» 

•ve ponendo 

F = cpaXg 4" 9«X» + 9*^*» 



avi-emo : 



XF + iiF' = 0. 



Affinchè sìa soddisfatta la precedente equazione, bisogna che 
siano X e |x proporzionali ad F' e — Fé quindi per ogni punto della 
superficie si avrà 



ti 



= F%-Fw{iJoV+'=0. W 



Le (a) sono dunque le formule della rappresentazione piana della 
superficie 2], poiché ai punti del piano Xi == 0, corrispondono omaloi- 
dicamente, per la genesi della superficie, i punti della stessa forniti 



38 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



dalle {%). E se le (3) s* i n tei pe tran o come formule rappresentative di 
un inviluppo razionale dì piani (non importa quale) sul piano punteg- 
giato, le [%) saranno le fornmle che danno la rappres^ntazioiifì piana 
della superfìcie, luogo ilei punti intersezione dei piani ileirinvìluppo 
con i raggi corriaponilenti in Q, 

In particolare per |> = 1, m ^== L n^^i si hanno le formule rap- 
presentative della superficie del 5** ordine con una curva doppia d'or- 
dine 5. (^) 

Per p^2, m^2, ?i^l, si ha la rappres^entazione della super- 
fìcie del 7° ordine, con tina curva doppia d'ordine 12 ed un inviluppo 
della 3' class© di piani tri tangenti. (*) 

R. Scacci AHOGS. 



Sullo STilnppo dei numeri epralenti in frazioni oontìnno 



Il presente lavoro ha soltanto un fine didattico, perchè contiene 
una dimostrazione semplice dì una proprietà multo conosciuta: la 
semplicità della dimostrazione dipende da un concetto, del <|nale ali- 
biamo già fatto uso in un'altra precedente nota (*), e che qui breve- 
mente richiamiamo. 

Indichiamo con A = , e 1 la sostituzione lineare fratta v= ' ' > ^ ■ 
Tale sostituzione si può sempre esprimere come prodotto di cinque 

dei tre tipi speciali I^ = (| oJ'^^lft il' '''^lo l)* f*^*^c's*^"*®*it^t 
se Y è diverso da zero, sarà valida la formula A^^SiTiUTgSsi dove 
SI legga Ai==^ ^^_,. , Ai — 0, h^ — - — , h=(\ e, se invece y » 
nullo, sarà valida l'altra formula A^=SiTiRSaR, dove si legga 
Al =^ — \ ^ ki=^ — «j K\ ^= — o< Avvertiamo rhe i prodotti si debbono 



<*) Del Ri, AeoBdomi» dei Uiieei, ^q\. fi^, ISflO. 
\^} R. ScACt^TAVOL'E. A ccA.de Ali a Dafiiìcv. voL 2^. A fileni e. I9ij^. 

{^ Sopra im hoio ittcatianit tlÉtU fì/nai binttvié di gi'mlo pnrL ' Perióilteu di ^lAiamiiti^i ,> 
A. SXH, Fmc. V, 1907. 
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eseguire linee per colonne: con quest'avvertenza, è molto agevole ve- 
rificare quanto abbiamo asserito. 

Noi diremo, secondo l'uso, che i due numeri x ed y sono equiva- 
lenti quando esista fra x e y una sostituzione lineare A, tale che i 
numeri a, g, y» 8 siano interi, e che il modulo aS — ^y valga ± 1. In 
questo caso, le tre sostituzioni elementari K, S, T si riducono a 

Il teorema che vogliamo dimostrare non ha importanza per i nu- 
meri razionali, che sono tutti equivalenti; noi supponiamo dunque che 
si tratti di due numel'i x edy reali ed irrazionali, e vogliamo dimo- 
strare che, se a; ed y sono equivalenti, lo sviluppo di a; e Io sviluppo 
di y in frazioni continue coincidono a partire da un determinato de- 
nominatore (*). Questo potrebbe essere il [i.^^ nello sviluppo di a? e 
il V™® (con [1 e V diversi) nello sviluppo di y. 

Procediamo per gradi, e supponiamo, dunque, in principio, che la 
relazione d'equivalenza sia, con x positivo 

y=x + h. 

In tale caso il teorema è evidente, perchè se lo sviluppo di rr è rap- 
presentato dalla frazione continua (ao, ai , a^, . . .)> lo sviluppo di y sarà 
rappresentato dalla frazione continua (ao + A,ai,flfi, . . .)• 

Sempre con x positivo, supponiamo ora che la relazione d'equiva- 
lenza sia quest'altra: 

y 1 (1)' 



e scriviamo 



a: = (ao,ai,aa,..., «„,?). 



(2) 



L'ultimo denominatore g sarà reale ed irrazionale. Noi non fissiamo 
con precisione il numero n, ma, giacche sappiamo che la penultima ri- 

Pn 

dotta 7^ della frazione continua (2) rappresenta, per n abbastanza 

grande, un valore tanto vicino quanto si vuole al numero positivo x, 

e sappiamo ancora che Qn-i e Qn sono positivi, così noi stabiliamo 

che n sia abbastanza grande perche Pn-i e Pn siano grandezze posi- 

Pn . . . 

live. Ma inoltre possiamo scegliere n in modo che ^ approssimi in 

eccesso il numero ar, e perciò p~ sarà maggiore di 77^ (che lo ap- 



(0 L'unicità dello sviluppo di un numero in frazione continua risulta agevolmente dalle defl- 
nfsionl. 
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prossimei'à in difetto), dunque, tenendo presente cbe le Q non pos- 
sono decrescere col crescere del loro indice, noi possiamo scegliere n 
in modo che fra i due numeri positivi Pq e P„-i valga la relazione 

Pn>Pn-t. (3) 

Ora la formula (2) equivale alia seguente altra formula 

P-^+Pn-l 



Dopo ciò, si deduce da (1)' la relazione 

y- p„5+Po-» • 



(4) 



(5) 



Si sa cbe, fra le grandezze Pn-i,Pn, Qn-i, Qn, vale la formula 

PnQu-i-Q„IVi = (-l)". (6) 

Ora noi sviluppiamo in frazione continua la frazione razionale —^ , 
e scriviamo 



p — = (^0, 6i, èa, . . . , im). 

■tu 



(7) 



£ facile vedere che, in generale, la frazione continua 

(A-o,/ri,/>2,...,Arp) 
si può anche scrivere 

(A*o , ai , na , . . . , A'p — 1» 1) 

se À-p è diverso da 1, e si può scrivere 

(Ao,A'i,A-9,...,/.p_i + l) 

se /ìp è = 1, perciò la parità di m nella (7) è in nostro arbitrio ; 
dunque, fra gli elementi P'm-i , P m , Q'm-i » Q'm delle due ultime ridotte 
di (7), tenendo conto che è Pm = — Qn, Q'm = Pni possiamo scrivere 
la formula analoga a (6), 



(- Qn) Q'.„-l - PnP',n-l = (- IV" = (- D^ 

Sottraendo (G)' da (6), noi otteniamo 

P(Qn-l + P'ni-l) + Qn (Q',u-1 - Pu-l) = 0. 

Questa relazione è verificata quando sìa 

Pm-1= — Qn-l» Qiu-l = ln-l» 



(6)' 
(8) 
(9) 




f 
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e possiamo aggiungere che soltanto in questo caso è verificata; per- 
chè, se non valgono le (9), si deduce dalla (8) 

Pn Pn— 1 — Q m— l 



Pn 

e, giacche pt^ è una frazione irriducibile, si deve porre 

/P„_,-Q'„_i=XP„ 
\Q»-i + F'»-i=XQ„ 



(10) 



dove X e un numero intero, positivo o negativo. Ma Qm-i non può 
essere negativo, e poi vale la (3), dunque la prima (10) dimostra che X 
e negativo. Ma allora, dalla stessa equazione, otteniamo Qm-i>Put 
il che non e possibile, perchè Q m-i è il denominatore dell'ultima ri- 
dotta e Pn è quello dell'ultima, ed è noto che tali denominatori non 
possono procedere decrescendo. Restano dunque dimostrate le (9). 
Ma allora consideriamo la frazione continua 

L'ultima ridotta ne sarà, per quello che abbiamo ora dimostrato, 

— Qng~Qn-l 
Pu? + Pn-1 • 

Richiamando la formula (5), noi vediamo dunque che possiamo scri- 
vere 

y==(6o,ii, ...,*m, Si- 
Se in questa formula ed in (2) noi sviluppiamo in frazione con- 
tinua l'ultimo denominatore S, noi verifichiamo il teorema proposto. 
Supponiamo finalmente che la relazione d'equivalenza sia 

y ^. (1)" 

Rifacendo i ragionamenti di prima, scriviamo ancora la formula (2) 
e la (4). Poi, al pesto della (5), scriviamo 

p p p , 



Svilupperemo in frazione continua la frazione razionale 
remo condotti a scrivere, invece di (8), l'equazione 

Pn (Qn-l — Q'm-l) - Qn (Pn-1 + P m- 

Anche qui dobbiamo porre 

P m-l = — Pii-l ♦ Q 
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perchè altrimenti risulta 

I Pn-l ~r P^m— 1 = APn 
iQn-l — Q'm-1 = XQ„ 



(10)' 



e troviamo Qn-i>Qn, oppure Qra-i>Qn, il che è assurdo. 

Da ciò, in modo analogo a prima, stabiliremo, anche per l'equiva- 
lenza (1)", il teorema che si vuole dimostrare. 

Dimostrato che sia per le tre sostituzioni elementari, esso risulta 
subito evidente per un'equivalenza arbitraria. 

Luciano Orlando. 



SULLA RISOLUZIONE ÀSSINTOTIGA DELLE EQUAZIONI NUMERICHE 

col metodo di La^ang^ia 



In questa breve nota faremo vedere come l'operazione di calcolo 
approssimato delle radici reali d'equazioni numeriche col metodo di 
Lagrangia si possa condurre e disporre in modo da farle acquistare 
la medesima determinatezza e semplicità delle operazioni ordinarie 
dell'atitmetica. 

Osserviamo anzitutto che ci potremo sempre porre nel caso d'avere 
a che fare con un'equazione ad unica radice positiva e di dover cal- 
colare questa radice. Infatti, se siasi isolata una radice reale a tra 
due numeri a e 6, mediante la trasformazione 



x = 



y + i 



dove a; ed y indicano le incognite primitiva e nuova, s'otterrà una 
trasformata ad unica radice positiva, che corrisponderà precisamente 
alla radice a. 

Sia dunque f{x) = un'equazione a coeflScienti reali ad unica ra- 
dice positiva a, e sia a la parte intera di questa radice. Mediante la 
trasformazione 

, 1 

y 

s'ottenga la trasformata 



T(»)=A«).y''+r(«).2/—+9r !/"-' + ■ 



, r-'(«) 



f'Ha) 



ni 



= 0. 
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Quest'equazione ha unica radice positiva, per cui il primo mem- 
bro muta segno una volta, e solo una, mentre y cresce da Oa-j^oo. 
Ne segue che se ^ è tal radice, la sua parte intera 6, o secondo quo* 
ziente incompleto dello sviluppo di a in frazione continua è il mas- 
simo valore intero positivo di y pel quale cp(y) abbia ancora il segno 

di cp{0), cioè di j-^. Si calcolerà quindi facilmente col quadro di 

RuFFiNi, perchè 9 (è) non è altro che il termine noto della trasfor- 
mata alle radici diminuite di b dell'equazione cp(y) = 0. Per ciò, se 
diminuendo d'un certo intero positivo le radici dell'equazione cp(iy) = 

f "> (a) 
avremo ottenuta trasformata a termine noto del segno di ^ — , po- 
tremo ancora diminuire d'un numero intero positivo le radici della 
trasformata; le diminuiremo invece d'un intero negativo, cioè le au- 
menteremo, se cp(^) = e la trasformata avranno termini noti di segno 
contrario: e così, mediante una sola trasformazione o con più tra- 
sformazioni successive, perverremo facilmente al numero 6, che è 
massima soluzione intera dell'inequazione 

T(y)'<p(0)>o 

ed è unica soluzione intera positiva della 

cp(y).cp(y + l)<0. 

In modo analogo si calcolerà il secondo quoziente ineompfeto dello 
sviluppo di ^ in frazione continua o terzo quoziente incompleto dello 
sviluppo di a; e così via. 

L'equazione cp(^)==0 è trasformata alle inverse delle radici della 
trasformata alle radici diminuite di a dell'equazione /'(xj=0; e può 
esser utile osservare che 

r(«) 



^■■ 



fia) 



per un conveniente valore di u compreso tra a ed a. 
Per fare un esempio consideriamo l'equazione 

a;» — 2a: — 5=0. 

Essa ha unica radice positiva, che è tra 2 e 3. Indicando con x 
questa radice, si ha quindi che 

^ y 

dove y > 1. Facendo la trasformata alle inverse delle radici della 

trasformata alle radici diminuite di 2 dell'equazione in x^ s'ottiene 

l'equazione 

2/' — 10y« — 6y — 1 = 0. 
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Questa ha unica radice positiva che, come fu già detto, è mag- 
giore di 1; la sua parte intera è quindi il maggior valore intero 
dì y pel quale il primo membro abbia ancora il segno di quando y=»0. 
Si vede subito che il primo membro y*(y — 10) — 6y — 1 ha ancora 
il segno di — 1 quando ^ = 10 ed ha già mutato segno, à positivo, 
quando ^==11; detta parte intera è dunque 10 cosicché, per conti- 
nuare lo sviluppo in frazione continua si porrà che 

Facendo la trasformata alle inverse delle radici della trasfor- 
mata alle radici diminuite di 10 dell'equazione in y, s'ottiene l'equa- 
zione 

61^» — 94;?» — 20;? — 1 = 0. 

La parte intera dell'unica radice positiva di questa equazione è 1, 
e, per ciò, volendo continuare lo sviluppo in frazione continua, si 
porrà che 

La trasformata alle inverse delle radici della trasformata alle ra- 
dici diminuite di 1 dell'equazione in 2; è 

54m» + 25m» — 89ii — 61 = 0. 



La parte intera dell'unica radice positiva di quest'equazione è 1; 
per continuare lo sviluppo in frazione continua, si porrà quindi che 



f< = l + 



1 



Si farà ora la trasformata alle inverse delle radici della trasfor- 
mata alle radici diminuite di 1 dall'equazione in u, ecc. 

Siccome i coefficienti della trasformata alle inverse delle radici 
d'un'equazione sono quelli d'essa equazione presi in ordine inverso, 
per il metodo di Lagrangia torna molto comodo far uso, come fu 
già osservato, della regola di Ruffini, C) nell'applicare la quale con- 
verrà opeiare alternamente da sinistra a destra e da destra a si- 
nistra, come mostra il seguente quadro di calcolo relativo alla ra- 
dice di cui ci siamo occupati: 



'\}] V. F. Giudice, Metodo di Nkwtok perfezionalo e ftuovo metodo pel rah-olo atatntotico dHle 
radici reali d'equazioni: 1^ Esempio, relative note; R. Aec. delle Scienze di Toiino, 1904-905. 
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61 


-94 
— 33 

28 


— 20 

— 53 


— 1 
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— 54 




— 25 

— 79 
— 133 




61 


89 
10 




71 


— 123 

19 

161 


— 187 

— 149 


-54 


2 


— 352 




173 
-179 
— 531 




71 


303 
124 




195 


— 407 
178 
763 


— 883 

— 349 


— 352 


3 


— 1399 




1940 
541 

— 858 




195 


1348 
1889 




2084 


1031 
3115 
5199 


— 2257 

858 


— 1399 


1 


-541 




6057 

— 435 

— 6927 




2084 


7283 
2063 


3 


26840 


— 81061 


— 13419 


— 541 
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Dal precedente quadro risulta che x e compresa tra 

2 + ^+-f+T-+|+T+Ì+T+^+A+- 



2 + 



1 



12 



•l'1'l'l'l'l'l'l'l 



12 



OBsia che 



66967 50552 
31972 >^> 24135" 



o che 
per cui 



2,094551482 ...>«> 2,094551481 . . . 
ar = 2,09455148... 

Genova, marzo 1907. 



10 



12 



F. Giudice. 
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7o^a Essendo date due pftraboff ftteati la i^tfAnn ngsf e lo t^Usso vt^ttìcff tro- 
tari il lufiifo del punto d'incotUro di lina ttmgftìtf dtll'tina con ntut ifitiifetttt ad 
€Bsa perpendivolitre ddraltru, 

£,'N^ Babisik.v. 

Risoluzione del prof. V. Rotali di Milano. 

^ieno A ^ B i fuoelii dall« parabola dute jf^ = 4<j,i'. t/^ = 4hx fvirerite BllVàse 
e alla taii^f'iitc ni vertice) e P un punto vaiìnbile dol cni(;}iio l'' descritti} t^ul 
dìamulru AB: le rt*tte l^A, VB linnno per equazioni riij|iet[(vauieute 



X is — a). 



y = - -^ (^ - hi 



dove X è un iinrainotrn variabile, e tagliano l*nsse dell*» t/ resfiÉ^ttivamento 

nei ]>unti A' (0, — XfrJ, B' [O,-^] : le equazioni delle rette A'M, B'M resp. parallele 

a VAf PB sono dunque 

X'ft + X^ + j- = 0, 
X^j- — X^ H- t = 0, 

che risiolute rispetto bl Xtt/ danno le coordinate di M, ci uè le equazioni patnme^ 
incile del luo^co cercatt»; 

_ ^ al" -\- b __ — f fX* + l> 

eliminando X abbiamo lequazione cartesiana 

ff {X + «) (^ + h] + f^' - <ihì' - 0. 

11 luoÉ^fi richiesto è dunque una quurllca tazitìimlt' dello nenfhi cìitifsf, simme- 
trica rispetto aU'nsse delle x. Dei suoi tre punti duppj, i due uUe cadmio sul- 
Tasso dì simmetria lianno per asciane j/ ?= ± \itb; TnlUo è allMnlioito E^uU'a^^e 
dtìllo t/. E da notarsi che i tré punii doppi ,^ono hi/ifvtntdnU^ u&sia la qniirtii:» è 
una liimninatfa pnnHtivi.i. Tangenti nd puiìtii doppio Ìni|n-i»pno [ìh^Ìhìoìì rtoli] soji 
le rette a: + ^ ^ 0, x + 6 = 0, cioè le parallele all'aobe delle y condotte pei pu»li 
minime tnci dei Tnoclii rispetto al vertice. 

Z(i qìtarticn ha quadruplo contatto col renino C^ di equazione 

due pnnli di crui tatto Sozh> sull'agRe delle y, «li nitri lUie h*ynu l punti ciclici. Il 
centro di U^ è duuqiio anche il ftioco Aìtii/tit tre della quartieri, ossia Ir reile iso- 
tropi nvt'ffuti da qneHittì ptiutu Fono tjU iìtiri due ifS-iinfttti dvllo tniVtì. 

La quartica ha tltie figure ben differenti secondoi he le due pnrrtbole &ono da 
una ateaiia banda o da bande opposte del vertice comune: nel T' cn?^o, è ^^ > 0, 
i due punti doppi al tinito sono reali e i due contatti ccjI cerchio C^» sul Tasse 
delle 1/* sono imasinnrl couiugatt; nel 2" caso sono reni t quest'ultimi e imaginart 
couìugjiii ì due puuti doppi al finito. La curva i* tutta coiti|iieba n^lla striscia limj^ 
tata dagli assintoti reali, e quindi, £>e t\b^\}^ il paiilu doppio eijterno alia ì^iri^cta 
È ìBólnttì, 

Una costruzione semplice della normale alla quurtica in un ano punto qua- 
lunque jM è la seguente: se le rtitt*^ MA , MB tagUauo resp* in a, ;i Tasse delle 
parabole, presi i punti a, ^'^ orduiatanicnte si m metrici di a., ^ rispetto ad A' e B', 
la Dormde in M passa pel centro del sej^mento ^'p\ 
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La quariica in discorso è anche lo inviluppo delle podarie di una delle due 
parabole dote rispetto ai punti dell'altra ecc. ecc. 

Altra risoluzione dei sig. Adolfo Vacchì, studente nella R. U. di Bologna. 

TSS» Dimostrare (*) che 



I 



,'o=arcco« — - 
sen 0) cos' co d^a 
Va' — 6*cos*(o 

2 






E.-N. Barisien. 



Risoluzione del prof. V. Retali di Milano, del sig. Roberto Rossi dell* Università di 
Manchester, del prof. Aldo Pinzi di Reggio Calabria e del sig. Adolfo Vacchi di Bologna. 

Ponendo — cos o) = z l'integrale proposto diviene 



percbè è noto che 



__«« C zhìz 



n 



I 



z^dz 



Vl-e« 



-j»'r 



«* + -^ are sen « -f e. 



T^S^. Essendo M1M2M8 1 piedi delle normali condotte da un punto P ad 
una parabola, trovare : 

1^ il luogo dei punti P pei quali Varea del triangolo M1M2M3 è eguale a una 
costante data k'^ 

2^ il luogo dei punti P pei quali i tre punti M1M2M3 sono in linea retta. 

K. 
Risoluzione del prof. V. Retali. 

P. L'aree del triangolo di vertici {xigy), {X2IJ2), {x^g^}, inscritto nella parabola 

g^ = 2px è espressa da j- (yi — y») (ys — ysXys — yi): se i vertici sono i punti 

d'incidenza delle normali condotte alla parabola dal punto {^,ifi) le y sono radici 
della equazione 

y^ + 2p{p-l)y-2p^r,=0. 
Abbiamo dunque : 

iep'k'={y, - y«)» . (y, «- ys)* (ys - yi)« 

e, ricordando che il prodotto dei quadrati delle differenze delle radici della equa- 
zione g^ -^^ ay -\- b = è — (276* 4- 4a^), troviamo per equazione del luogo cer- 
cato, dopo soppresso il fattore 4/>^ 

4k' H- 21pV + 8/) ip — g)» = 

che rappresenta una sviluppata di parabola. 

2^. La parabola essendo del 2^ ordine, i punti ]VIi,M2,M3 non possono essere in 
linea retta, altro che se due di essi coincidono. Si ha allora A; = e l'equazione 
precedente diviene 

21p'ri* + 8p{p-^^)' = 
che rappresenta l'evoluta della data parabola, come era facile prevedere. 



(^ Xell'ennnciato era incorso un erroie. essendo stato posto nel secondo membro -> --/ invece 
«2 ' 
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736. Se Ki, Kg... Kt sono tutti numeri interi positivi non mag- 
giori dell'intero n che non hanno per divisori delle potenze A,™® si ha: 



u 

i«t / — 
V 1/ »* 



(dove il simbolo V indica la radice A*"* a meno di un'unità). 

G. B. Zecca. 

737. Sia N il punto d'incontro della normale ad un ellisse in un 
punto M coll'asse maggiore di questa, P il piede della perpendicolare 
condotta dal centro alla parallela alla tangente in M, condotta per N. 
Si trovi l'area della curva luogo di P, che è una curva unicursale 
del 6® ordine. E.-N. Barisien. 

PER L'UNIFICAZIONE DELLE NOTAZIONI VETTORIALI 



I professori Burali-Forti e Marcolongo hanno iniziato nei Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo la pubblicazione di una serie di Note, allo scopo 
di prendere in esame i diversi nomi e segni proposti da vari autori per il calcolo 
vettoriale, e studiare la scelta o formazione di un algoritmo per proporlo al pros- 
simo Congresso internazionale di Roma, affinchè da questo venga solennemente 
consigliato come linguaggio vettoriale universale. 

L'importanza notevolissima che il calcolo vettoriale ha già raggiunto, e che va 
ognora crescendo in vista delle sue applicazioni, rende sommamente utile l'opera 
a cui si sono accinti i due egregi professori, e poiché per un lavoro sintetico di 
tal genere occorre l'aiuto di tutti coloro che si sono specialmente dedicati allo- 
studio in quistione, essi chiudono la loro prima nota colle seguenti parole : 

* Ai colleghi tutti rivolgiamo caldo appello di interessarsi alla importante que- 
stione; i loro pareri, i loro consigli, il loro aiuto con note bibliografiche, sto- 
riche, ecc., saranno accolti con riconoscenza, e ci saranno utilissimi, non solo per 
condurre a termine il difficile lavoro, ma per giungere a quelle proposte concrete 
che devono rappresentare quanto di meglio è possibile ottenere praticamente nelle 
condizioni attuali della scienza e delle applicazioni ,. 

To.inc. 1 ^' BUEALI-FORTI. 

Mtìsauia / ™^"^ ^^"^'' R. MaBCOLONÌìO. 

II Periodico è lieto di cooperaie indireHamente all' importante opera, dando 
pubblicità alt^appelltj rivolto dai proff. Bumli^Forti e Marcolongo a tutti ì coUeghi* 



SSB A T A - DO SBIflB. 

AiiM^u XXII. fM«, IV. pag. 1^ : 

Invece di i — {^i + /* -h A) ^ «■ ai legga : ^ («* — ^ + 8> = 0* 

ÀìinaU XXn, frtBF. VI. j>pg. lin Un» 10: 

LDTae^ dì ; ■ si Ugga : t"; 

Giulio LAZZtJiti — Uirettore-renpotimibile 
FÌ»ÌUi Ai stauimre li 31 Ini^Hu 1M7 
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il loro massimo comun divisore, si faccia : 

A = B . Q m = Ò .q 

con Q e q manifestamente primi tra loro. 

Supponiamo da prima che non tutti i complementi algebrici delle On 
sieno divisibili per o, e si trovino in questa condizione 

Ali, Ah . . . A|n. 

Dalle identità: 

Oh Ah + au A12 + . . . «m Am = 



mod ni. 



flii Ah + aia Aia + • • • «m Am = A 

«ni Ai + ana Aia + • • • «nn Am = 0, 
moltiplicando per q si ottengono le congruenze identiche: 

aii Ali . ^ + «la Aia . g + . • . + Oin Am . ^ = 

«Il Ali . g + ai2 Aia^ +... + aiu Ain.q = Aq 
ani Ah . ^ + aia Aaq + . . . + «nn Am . ^ = . 
e si conclude che le (1) ammettono la soluzione: 

xi ^ Au . j, rca ^ Aia . g, . . . Xn ^ Am . q niod m, 

in cui le X non possono essere tutte nulle, mod m, poiché altrimenti 
tutte le Air(r = l,2, . . .n) sarebbero, contro l'ipotesi, multiple di 8. 
Supponiamo ora che tutte indistintamente le A^ sieno multiple 
di S, e sia: 

il più grande dei loro divisori comuni composto con i soli fattori 
primi pi,p2,...pr. 

Per una nota proprietà dei determinanti reciproci si ha: 

^n-l ^ 5(n-l) Q(n-1) ^ J^u A^'^ (g) 

dove A' è il determinante il cui elemento generale è 

Au 
D ' 

e dalla (2) si ricava quindi che Q dev'essere divisibile per pi,pt . . .pr. 
Ammesso ora che tali fattori entrino in Q rispettivamente con gli 
esponenti (ii,|ia, .. .[ir, sarà: 

e dovendo per la (2) essere Q<^~*> divisibile per 



Pi 



;.in-fv 



, Arn-fvr 
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86 ne deduce: 












(3) 



Ciò premesso, osservando che da quanto precede e dalle stesse 
relazioni (3) non si può dedurre se iii debba essere maggiore, eguale 
minore di Xi + Vi, conveniamo di indicare con oi la somma Xi + vi 
nell'ipotesi [ii^Xi + vi, mentre se tJii<Vi + Xi si rappresenti con oi 
la frazione 

. ^-L^, (4) 

qualora sia apparente, o diversamente l'intero successivo. Ciò stabi^ 
lito, ne viene che la differenza 

(Xi + Vi) "— Oi 

si riduce a zero per tii>Xi + vi, mentre, se [ii<Xi + vi, essa risulta 
positiva e sempre minore di vi sia la (4) apparente o no. 
Posto ora 

si dividano per % tutti i complementi algebrici di A: dico che i quo- 
zienti non potranno esser tutti divisibili per §. 
Infatti per ipotesi: 

dove non tutti i nun^eri Ay possono essere divisibili per tutti i fat- 
tori Pi,p2, . . .2?r, e quindi ne viene che: 

essendo in ogni caso 

Vi + Xi — Oi < Vi 

non potrà essere divisibile per 

5 = Pi"! . pa"» . . . Pr*' 

qualunque sieno gli indici % ed j. 

In conseguenza, esisterà un indice i pel quale 

Ali Aii2 Ahi 
non sarano tutti divisibili per 5. 
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se A = a è primo con m, essa è solubile solo da x^Oj mod tn; e di- 
versamente posto 

a = S . Q, in == 8 . j, 

si scorge immediatamente che essa è soddisfatta da 

x^q, mod m^ 

e che anzi ammette le S soluzioni incongrue mod m 

q, 2 . g, 3 • g, . . . , 5 . g = w. 

2\ Consideriamo ora il sistema omogeneo di n congruenze rispetto 
ad un modulo primo p 

aiiXi + ai9 + . . . + «Inaili = 0, mod p, (5) 

e supponiamo che A ed i suoi minori fino a tutti quelli d'ordine r 
inclusivamente sieno tutti nulli mod p; mentre tra quelli d'ordine 
(r — 1) ve ne sia uno almeno non multiplo di p e quindi primo con p: 
in altri termini supponiamo che A abbia per caratteristica, mod p, il 
numero (r — 1). 

Immaginiamo quindi nominate le incognite e disposte le congruenze 
in modo che il minore di A formato con le prime (r — 1) linee e co- 
lonne sia primo con p, e consideriamo il determinante d'ordine r 



A' = 


aii«i9 ... «Ih 


h uno qualunque degl 
r.(r 


anari . . . arh 
i indici 
+ l),...n, 



e si rappresenti con A'' il complemento algebrico di arh» che, per 
quanto precede, sarà primo con p. 
Gli elementi 

«ri» ^r2t • • • «r<r-l) 

possono sempre supporsi non tutti nulli mod p. 

Se infatti essi fossero tutti multipli di p, non potendo trovarsi nel- 
l'analoga condizione tutti quelli di A'\ ne viene che aggiungendo alla 
linea r***"* di A' alcune delle linee precedenti, si potrebbe sempre far 
in modo che detti elementi risultassevo non tutti nulli, e ciò senza 
alterare A' ne A'', venendo così a sostituire in (5) alla congruenza di 
posto r un'altra equivalente. 

Ciò premesso, consideriamo il sistema: 



ant/i + Oaiya + • • • + «r-2iyr-i = «ri 

Oiayi + flMj/i + . . . + «r-lSyr-l = art 
Ch(T-l)l/l + a9('r_i)ya + . . . 4" «(r-iXr-iyr-l ^ Gf^r-l) . 



mod p (6) 
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da cui 8Ì ricava, essendo A^ i minori di A'' d'ordine (r — 2), 

A"yi ^ OrlAu + flfrtAit + . . . ar<r-l)Ai(r-i) 

ed analoghe per j/«,y8. ..yr-i. 

A'' per ipotesi è 4^0, mod p, e d'altra parte non può essere, qua- 
lunque sia i = 1, 2, . . . (r — 1), 

«rl^ll + «rt Ah . . . ar(r-l) Ai(r-l) = (7) 

senza che, non essendo tutti nulli, modp, 

• 

sia nullo modp il determinante reciproco di A'': ma quest'ultimo è 
primo con p e quindi tale sarà il suo reciproco, e si conclude quindi 
che la (7) non può verificarsi qualunque sia i e che perciò il sistema (6) 
è solubile con numeri non tutti nulli, mod p. 
Dopo ciò detta 

yi ^ Al , ^2 ^ Aa . . . yr-1 ^ Ar-i , 

una tale soluzione, consideriamo il determinante che si ottiene da A' 
aggiungendo all'ultima linea orizzontale le preceden4i moltiplicate ri- 
spettivamente per 

— Al , — Aj , . . . — A(r-i) . 

Il determinante non muta di valore, e sviluppato secondo gli el^ 
menti dell'ultima orizzontale che, ad eccezione dell'ultimo, sono tutti 
nulli, modp, ci dà: 

A' = A" . (arh fllhXi — aahXg ... — a(r-l)h . X(r-i)). 

Ma A', che è d'ordine r, è per ipotesi nullo, mod p, e quindi non 
essendolo A" si conclude: 

arh — ctihh — flahXi ... — a(r-i)hX(r-i) ^ mod p. 

Se ora si ricorda che h è uno qualunque dei numeri 

r, (r+1),... n, 

si conclude che tutti gli elementi della linea r^^^^ sono la medesima 
combinazione lineare degli elementi delle linee precedenti ed appar- 
tenenti alle loro rispettive colonne e che quindi Tr*^»»"*» congruenza 
dipende dalle precedenti al pari delle altre che le succedono. 

Concludiamo che se il determinante di un sistema omogeneo di n 
congruenze ad n incognite, modp, ha per caratteristica (r — 1), nel 
sistema possono esservi al più (r — 1) congruenze tra loro indipen- 
denti. 

Si prova però subito che ve ne sono sempre (r — 1) soddisfacenti 
a tale condizione. 
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Se infatti tra le (r — 1) congruenze 

ciiiXi + oaXi + • • • + «inarn ^ 0, mod p, 
i = (l,2,...(r-l) 

ve ne fosse una conseguenza delle rimanenti, nel determinante A' 
elementi d'una orizzontale dovrebbero essere congrui, modp, alla 8t< 
combinazione lineare degli elementi delle altre orizzontali ed api 
tenenti alle loro rispettive colonne, e sarebbe quindi A" nullo, mo 
contro l'ipotesi. 

3^ Dato ora il sistema (5), e supposto che A vi abbia per caratt 
stica (r — 1), consideriamo l'altro: 

dtlXi + «l»i*?i + • • • + «Kr-i) . a?r-l ^= — (dlr^T + • • • ain^Jn) mod p 

f = (1.2,...(r- D), 

in cui A" = S ± OtiOn . . . a(r-ixr-i) è per ipotesi primo a p. 
Attribuiamo alle n — (r — 1) incognite 

Xr I ^r+l j • • • «Tn 

valori arbitrari interi per es.: 

Xr ^ Sri iPr+l ^ 3r+l , • • • ^n ^ ?n , niod p. 

Ài sistema di valori (p) corrisponderà per le 

3?l , 37a , . . . Xr— 1 

uno ed un solo sistema di valori 
comunque risultino i secondi membri 

inquantochè A" è primo con p. 

Ad ogni sistjsma (^) viene così subordinato un sistema (a), e 1< 
e le (a) col loro insieme costituiscono una soluzione di (8), e qu 
anche di (5). 

Ma tutti i possibili diversi sistemi (^) sono in numero di 

p-o--*), 

e quindi altrettante saranno le soluzioni di (5), le quali differirà 
tra loro almeno pei valori delle 

Xr j «rr— 1 , • • • «^1» • 

Se la caratteristica di A ha il suo massimo (n — 1), il nun 
delle soluzioni si riduce a p. 
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4^ Consideriamo ora il caso che il modulo sia una qualsiasi po- 
tenza d'un numero primo p, p°^ non primo con A, ed ammettiamo che 
solo tra i minori d'ordine (r — 1) se ne trovi uno primo coup, mentre 
tutti quelli d'ordine maggiore sieno divisibili per una qualche po- 
tenza di p: in altri termini A abbia (r — 1) per caratteristica, mod p. 

Indichiamo quindi con p^^ la massima potenza di p che divide A 
e tutti i suoi minori fino a quelli d'ordine (r — 1) esclusi. 

Con un procedimento del tutto analogo a quello usato preceden- 
temente potremo sempre immaginare trasformato il sistema (5) in 
un altro equivalente senza che perciò venga a mutare A, e che, nei 
rapporti della congruenza, niod p"^i, vengano a mutare i suoi minori; 
intendendo con ciò che se un certo minore era prima della trasfor- 
mazione divisibile per p"'i, tale si conserva anche dopo, senza però 
che si debba verificare in ogni caso l'inversa. 

A verrà così ad assumere la forma 



«11 


Oli 


. . «1(, 
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dove «rr rappresenta come al § 2 l'espressione 

Ctrr Al «ir Às «2r — ... Xr-1 «(r-l)r » 

ed analogamente per le altre a, ed il minore 

^ ± «iidM . . . «(r-lXr-l) 

si suppone primo con p. 

Se ora poi si osserva che tutti i minori di A d'ordine r, che 
hanno in comune il determinante delle prime (r — 1) linee e colonne, 
in seguito alla nuova struttura di A assumono la forma: 

a . S ± (Tu W22 . . . «(r^iKr-l), 

se ne deduce in viitù dell'ipotesi e di quanto precede che: 

a . 2: ± «11 «22 . . . «(r-iKr-i) = 0, uiod p^'i 

ed infine che: 

a E^ 0, mod p'"i . 

Ponendo poi mente al sistema (5) così trasformato, si scorge che, 
mentre si può asserire, come nel caso di un modulo primo, l'indi- 
pendenza delle prime (r — 1) congruenze, non si può però concludere 
che esse sieno le sole indipendenti. 
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Infatti, mentre il sistema formato con le prime (r — 1) congruenze 
è sempre risolubile, qualunque sieno i valori, modpy ohe si possano 
attribuire alle 

al contrario per le {n — ir — 1)) congruenze: 

O^jr Xr + aKr+1) Xt+i + . . . «m O^n = 0, mod f"", 

dove t e uno dei numeri 

r,r + l,...n, 

non si può ammettere la stessa proprietà altro che con le condizioni: 
air ^ «Kr+D ^ . . . ain ^ 0, mod p"*, 

le quali, in generale, non si verificheranno. 

Nel caso del modulo p^^ la caratteristica di A ci dà quindi sol- 
tanto il minimo dei numero delle congruenze indipendenti. 

Da quanto precede risulta ora che il sistema proposto si scinde 
nei due: 

«Il xi + ai9X9 + . . . Om a-n = \ 

(tn Xi + ^M -^a + • • • ^2n a?n ^ 



flr(r-.,)l OCi+ (ì^,_t^i X2 + . . . rt(,.,)n.Tn= 
arr Xt -\-0^rÌT+l)Xr+i+ ... arn ^^n ^ 
OTnr Xr +an(r+l)a:r+l + ... tton ^^n ^ 



modp" 



mod p" 



(a) 



(a) 



e che il numero delle sue soluzioni e le soluzioni stesse dipenderanno 
dal sistema (a). 

Come s'è visto, i coeflScionti di (a) sono tutti nulli, mod 23™», e quindi, 
dividendoli tutti per 2>™S la risoluzione di (x) si farà dipendere da 
quella del sistema: 



a'rr Xr + . . . a'rn Xtì = 



mod p°^ 



(a') 



a'nr Xr-{- .. . a nn Xq^O j 

Supponiamo ora che 

S ± a'rr a(rflXr+l) • . • 3^ nu 

sia primo con p. In tale ipotesi {%) ammette l'unica soluzione (§ 1) 

= arr = iPr+i = . . . Xn , mod p™-™i, 
e quindi (a) ammette le soluzioni: 

Xr^kr . P"'"™! a^r+l = A^r+l p"~°'» ...Xn = kn P™"""» mod p*" 
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dove le k possono variare, indipendentemente Tuna dall'altra, da 
a (pn»i — 1), e che sono, manifestamente, incongrue mod p*" ed in nu- 
mero di 

(pmijii-(r-l)^ 

Ma ad ogni soluzione di (a) corrisponde una soluzione per (a), e 
quindi ad ogni soluzione di (a) una soluzione di (1) ed a soluzioni 
diverse per (a) soluzioni diverse (almeno nei valori delle Xx Xt-\ . . . «n) 
anche per (1). 

Se . 

S ± A rr Ot'(r+iXr+l) • • • » nn 

non è primo con p, il sistema (a), oltre alla soluzione nulla, ammette 
pure (§ 1) soluzioni con numeri non tutti nulli rispetto al modulo, 
e detto o il loro numero, si dedurrà come precedentemente che il 
numero delle soluzioni di (a), e quindi anche di (5), sarà dato da 

Posto ora che n, m% abbiano rispetto ad (a) lo stesso significato 
di r ed mi rispetto a (5), si avrà per o l'espressione 

dove oi si ridurrà all'uuità qualora il determinante dedotto da (a) 
nello stesso modo che 

V _i_ ^' V 

è stato dedotto da (5), sia primo con p, mentre che diversamente ci 
indicherà il numero delle soluzioni di un sistema (ot!') che sta rispetto 
ad (a) come a rispetto a (5). 

Avremo quindi che il numero delle soluzioni di (5) verrà dato dalla 
formula: 

(p™i)n-<»--l) ^ (pm2)n-<r-i)-(ri-l) ^ q^^ 

È ormai palese, dopo ciò, la struttura della formula che sommi- 
nistra il numero delle predette soluzioni e come esso dipenda oltre 
che da p e da n dai numeri Wi,»/?9,...; »', ri,r2...: e si comprende 
pure come tali soluzioni si possano determinare in ogni caso per 
un p*" qualunque. 

Se »wi = >/i la questione si semplifica notevolmente: come nel caso 
di un modulo primo le congruenze indipendenti sono in numero di (r — 1), 
e quindi pel numero delle soluzioni si trova: 



(pm)n- 



(r-l) 



come si troverebbe pure qualora, pur essendo ììh < w?, tutti i coeffi- 
cienti a del sistema (a) fossero nulli modp™. 

cA Per trattare ora il caso generale di un modulo qualunque M 
supponiamolo scomposto nel prodotto di due fattori Mi, M« primi tra 
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loro, ed indichiamo rispettivamente con oi , os il numero delle solu- 
zioni di (1) rispetto ad Mi ed Ms. 

Se entrambi i numeri Mi, Mg sono primi con A, tale pure essendo M, 
ne segue (§ 1) che il sistema (1) ammette Tunica soluzione nulla 
e 01 = 08 = 1: diversamente uno almeno dei due numeri a sarà mag- 
giore dell'unità. 

Sia ora: 

a?i ^ «1 ara ^ oa . . . jTn ^ «n , mod Mi , 

una soluzione qualunque di (1) mod Mi, e parimenti 

iCi = Pi, a:a^Pa,...a?n = pn, modMa, 
una qualsiasi soluzione mod Mg . 

Com'è palese: 
(9) xi ^ Miai + Mi^i , X2 ^ Ma^a + Mi^a , . . . a^n ^ MaXn + Mi^n , mod M, 

costituirà una soluzione di (1) mod M. 

Combinando quindi ciascuna soluzione di (1), mod Mi, con ciascuna 
di quelle, mod Ma, otterremo cosi un numero di soluzioni di (1), mod M, 
che verrà dato dal prodòtto oi.oa: dico che esse sono incongrue, 
mod M. 

Ammesso infatti che per i = 1, 2, 3, . . . n 

Mar, + Mip, = Maa, + Mi?', , mod M, 

dove con le a e le a s'indicano due distinte soluzioni, mod Mi, e pa- 
rimenti con ^, ^' due distinte soluzioni, mod Ma, se ne dedurrebbe: 

Ma (a, — a'i) = 0, mod Mi 
Mi(P', — ?,) = 0, . mod Ma 

e quindi: 

ai ^ a'i , mod Mi , p, ^ 3'i i niod Ma 

contrariamente all'ipotesi. 

Premesso quindi che, per l'omogeneità del sistema, moltiplicando 
una soluzione per un intero qualsiasi si ottiene una nuova sohizione, 
proviamo come ogni soluzione di (1), mod M, si possa ridurre alla 
forma (9). 

Ammesso infatti che ari ^ [i, , mod M, (ì = li 2, ... n) sia una di esse, 
è chiaro che dovrà essere contemporaneamente: 

|i, = ai, mod Mi 
(ii^Pi, mod Ma 

da cui, secondo un noto teorema degli Elementi della teoria dei nu- 
meri : 

ji, = Mi'' (Mi) . a, + Mi-p W . gì , mod M 



p- 
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e posto: 

con 

si rìcava infine: 

dove 
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h < Mi ki< Mi 

fii ^ M« . Atai + Mii*!?! , mod M 

k^'^i , ki^ {i = 1, 2, . . . n) 



rappresentano, per quanto s'è detto poc'anzi, due soluzioni rispetti- 
vamente secondo i moduli Mi,Mt. 

Dopo ciò si comprende subito come il numero delle soluzioni e le 
soluzioni stesse del proposto sistema rispetto al modulo più generale: 

M = Pj^i . 29j"a . . . p"'« 

si deducano da quelle di (1) considerato rispettivamente secondo i 
moduli 

6^ Rappresentando simbolicamente con (^i) una qualsiasi delle a 
soluzioni del sistema (1) mod M: 



Xi ^ aii a*» ^ «21 , . . . arn ^ ani , mod M 
notiamo che l'insieme 

(Si), (Sa), . . . (So) 
dove {si) rappresenta hi soluzione nulla 

Xi ^ 0, .Tj = 0, . . . a^n ^ , mod M 



(10) 



ammette le seguenti proprietà. 

a) Esiste una legge di composizione secondo cui da due qualunque 
delle (IO) si ricava una delle stesse. 

Infatti se con (si) + (5k) s'intende rappresentare il complesso degli n 
resti, mod M, 

(aii + aik), (aai + ask), . . . (ani + ank), 

si scorge immediamente che essi forniscono una soluzione di (1), mod M, 
e che quindi si potrà porre: 

b) Una tale legge di composizione ammette la proprietà asso- 
ciativa. 

e) Da ciascuna delle due ipotesi: 



segue in ogni caso 



(Si) + (5k) = (5i) + (5j) 
•(sw)+(5i)=(8j) + (^-i) 
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Da queste tre proprietà si deduce (*) che gli elementi (10) costi- 
taiscono un gruppo rispetto alla suindicata legge di composizione che 
ammette quale modulo la soluzione nulla (si). 

Di più essendo, per indici qualunque, 

il gruppo è abeliano. 

Considerando ora la successione 

(^i), ({«i) + (5i)), ((5i) + W + (5i))... 

che potremo indicare con 

(sO, 2(80, 3(5,)... 

i cui elementi sono tutti in (10), si deduce, essendo il gruppo finito, 
l'esistenza per ogni {si) di un coefficiento o periodo Xi tale che: 

h . {8i) = {sil 
6 le 

(s), 2 {Si},... h. {Si) 

siano tutte tra loro incongrue, mod M. 

Segue ora dalla teoria generale di gruppi d'operazioni (') che, es- 
sendo il gruppo (10) abeliano, si potrà sempre determinare un sistema 
di soluzioni 

{Sili («li), . . • («1 J 

rispettivamente di periodi 

Al /a . • . Av 

e tra loro indipendenti nel senso che l'ipotesi 

Ih («II) + ^2 {sii) + . . . Av (5, J = = (si), mod M, 

sia ammissibile solo qualora 

in ^ki^...^ky , mod M, 

tale che l'espressione 

Al (sii) + ki (s,,) + ...&. (s, J 

variando ciascuna delle k tra e (X — 1) riproduca tutte e ciascuna 
una sol volta le soluzioni di (1), mod M. 

La risoluzione di (1), mod M, dipende quindi tutta dalla determi- 
nazione di una base o sistema fondamentale del gruppo abeliano (10). 
Tale determinazione si può fare in diversi modi, restando però sempre 
costanti il numero delle soluzioni ed i loro periodi. 

Umberto Soarpis. 
Bologna, 1907. 



(i) Wbbsb, Lehrbueh der Algebra. Tomo II, Gap. 1«, § io. 
(«) Wbbeb, op. cit. Tomo II, Gap. 29, % 9-10. 
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DI ALCUNI PERFEZIONAMENTI 
nella risoluzione grafica dell'angolo triedro 



Malgrado Targomento sia assai elementare, e ne siano da tempo 
risapute le facili soluzioni, ho nonpertanto creduto perfezionarne ta- 
lune: quelle cioè relative a' due casi più importanti, ove sono date 
due facce, o due diedri, ed uno dei diedri o delle facce opposte; stu- 
diandone la discussione e le verifiche, che nei trattati soglionsi in- 
dicare pel solo caso in cui son note le tre facce. 

E sarà agevole osservare le semplificazioni ed i miglioramenti 
apportati alla soluzione del primo di quei problemi, in confronto alla 
consueta; mentre senza abbandonare, pel secondo, la solita soluzione, 
che è tuttavia la piìi semplice (l'ho peraltro completata collegandone 
meglio le varie parti del tracciato) (^) ne. propongo, inoltre, una va- 
riante, che riguarda la posizione de' dati rispetto al piano del di- 
segno. La soluzione è così resa più uniforme a quella del primo, e 
consente, come si vedrà in fine, una verifica assai facile e spontanea. 

Problema I. — Date due facce (Tav. I, Fig. 1») BSA, ASC di un 
triedro ed uno dei diedri opposti, 3 p. es., determinare la terza faccia 
e gli altri elementi. 

Soluzione. — Distese le due facce date nel piano del disegno, e 
da bande opposte del comune spigolo AS, da un punto qualsivo- 
glia di questo si conducano la Od [l]n parallela e la OP [2] perp. 
a BS, non che la XX [s] perp. ad AS: fatto indi Tangolo Oi o = p 
e così determinato il triang. rett. OioO, se ne riportino [4] il ca- 
teto OiO sulla AS in O2O e l'ipotenusa Oio in 0(02) sulla OP; e si 
congiunga il punto K con O2 ed (O2) [5]. Fissate poscia le interse- 
zioni Ri ed R2 [6] della circ. OR (') con la retta KO2, le si riportino 
mediante gli archi circolari KRa e KRi [?], sulla K(02) risp. in (R^) 
ed in (Ri); i quali ultimi congiunti infine con S [s] daranno, rife- 



(i) Purché non troppe da ingombrare, le linee di riferimento clie indicano il passaggio dai 
dati ni risultati nella traduzione grafica di un problema geometrico, ne rendano più facile e, tal- 
'olta, immediata T intelligenza: ecco in che consiste l'accennato coZ/f.vrtMitfnro. Mentre, ove occorra, 
«o moderato di numeri progressivi e di frecce apposte alla figura, ed una breve leggenda, gi- 
ssi ordinata delle successive operazioni, fauno raggiunger meglio quello scopo. 
Di ciò è un saggio in una mia nota ''Sul cambiamento simultaneo de' piani di projezione ,. 
Periodico di Matem. Roma, 1893.) 

») Questi numeri fra parentesi corrispondono a quelli, già altrove indicati, della figura. 
^ Cosi indico la circonf., od un suo arco, di centro e raggio OR. 




PERIODICO DI MATEMATICA. 63 

reiidosi alla BS, le due ampiezze (in generale) BSCi e BSCs della terza 
faccia richiesta. 

Note così le tre facce del triedro, se ne completi la soluzione, 
determinando, come al solito, gli angoli diedri. 

Dimostrazione. — Se consideriamo infatti come piano orizzon- 
tale quello della faccia ASB, la XX come linea di terra e come piano 
verticale quello per perp. ad AS, saranno OgK e KS le tracce del 
piano della faccia incognita, e ECOs) il ribaltamento sul p. o. della 
sua traccia vert.;(^) mentre, com'è ovvio, la circonf. descritta dal 
punto R, nel rotare attorno ad AS della faccia ASC, non può altri- 
menti incontrare, se ciò avviene, il piano della CSB che in quella 
sua retta OaK. 

Osservazione, — Si noti, infine, che la determinazione della K(08) 
deve preceder quella dei punti (Ri) ed (Ra): dai quali invece suolsi 
incominciare, trascurando, ch'io mi sappia, di mettere in evidenza il 
loro allineamento con E. 

Né v'ha dubbio che la costruzione, così modificata, sia più razio- 
nale e più semplice di quella risaputa; ma è anche preferibile nei 
riguardi dell'esattezza, giacché, p. es., il punto (Oa) della OP è più 
precisamente determinato per intersezione con la circ. oOi anziché, 
come suol farsi, con la circ. SR: la prima incontrando normalmente, 
e la seconda obliquamente quella retta. 

Delle altre costruzioni, che in proposito danno i trattati, talune 
preferirò considerare in seguito come verifiche. 

Discussione. — 1^ Se i dati del problema sono tali che ne risulti il 
segmento OR = OT (T essendo il piede della perp. da sulla EOa) il 
cono generato dal rotare intorno ad AS dello spigolo SC sarà tangente 
al piano che fa l'ang. p con la faccia BSA, e vi corrisponderà, per la 
terza faccia da trovare, il valore unico BS(T): i punti T e (T) es- 
sendo stati successivamente dedotti da Ti, come da R i punti Ri, Ra, 
e da questi poscia (Ri) ed (Ra). 

Si ha in tal caso una sola soluzione: l'ampiezza data ASTi rap- 
presentando il valor minimo che può avere quella faccia, aifinchè 
con gli altri dati del problema, sia possibile il triedro; ed il suo piano 
risulterà, com'è ovvio, perp. a quello della faccia CSB opposta ad AS. 
Mentre se OR < OT il problema, com'è evidente, non ammette so- 
luzione. 

2^ Se OT<OR<OE (quindi ASC < ASB ma però ASC> del 
valor minimo anzidetto) si hanno allora due soluzioni: quelle, cioè, 
già trovate BSCi e BSCa, com'è ovvio diseguali, e che sodisfano en- 
trambe il problema. 



(1) Si è cosi risoluto il Probi, ausiliare : Data la traccia orizz. BS di un piano che fa Tang. /:? 
col piano orizz. trovarne la traccia vert. KOj; ovvero, data la grandezza /? di un diedro, determi- 
narne la sezione obliqua OjKO secondo il piano per perp. ad AS <\9, costruzione potendosi anco 
interpetrare come un cambiamento del piano vert. passante dapprima per OP e poscia per XX). 
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3^ Se pur essendo, come prima, OR>OT, è inoltre (Tav. I, Fig. 2*) (*) 
OR>OK, cioè ASC> ASB, delle due soluzioni provenienti dai sud- 
detti punti Ri ed Ra, Tnltima, cioè BSCa, è da rigettare: perchè, con- 
trariamente ai dati, sarebbe la faccia ASC allora opposta, com'è 
chiaro, ad un angolo diedro uguale a 180® — g. 

4^ Nel caso infine di OR = OK, quando cioè sono eguali le due 
facce date BSÀ ed ASC, si ha del pari una sola soluzione, che è quella 
proveniente dall'unico punto Ri: giacche la seconda intersezione 
della KOg con la circ. OR (già segnata Rs) coincide ora col punto K, 
e vi corrisponde il sovrapporsi delle due uguali fncce diite. Epperò, 
annullandosi nel contempo il diedro compreso e la faccia opposta, il 
triedro cesserebbe di esistere. 

Riassumendo: il problema può ammettere una, due o nessuna so- 
luzione. 

Ma ecco infine talune facili 

Verifiche del tracciato che possono, occorrendo, sostituire alcune 
parti della già indicata costruzione. 

a) Gli anzidetti punti (Rs), (T), (Ri) sono necessariamente allineali 
con K e sulla E(02), ed il punto (Os), dianzi determinato, può diver- 
samente ottenersi per intersezione della OP con Tuna o con l'altra 
delle due circ. KO2 ed SOg. (V. le osservazioni che seguono la soluzione 
del problema.) 

b) I punti, inoltre, (Rj) (T) ed (Ri), dianzi ottenuti sulla K(02), pos- 
sono anche determinarsi per intersezione risp. per tangenza di 
quella retta con le circ. SR ed STi; ovvero, come si suol fare, cou- 
ducendo da Ri per es. la perp. sulla XX e dal suo piede R'i su questa 
la perp. ad SB sino a tagliare in (Ri) la circ. SR, o, se già deter- 
minata, la retta K(N). 

e) L'angolo K(T)S è necessariamente retto; ed essendo il punto (T) 
centro del segmento (Rs) (Ri), ne viene che la grandezza della faccia 
minima BS(T), di cui avanti, è quanto la seinisomma delle QSCi e 
BSCs nel caso della Fig. 1* quanto la loro semidiflferenza in quello 
della Fig. 2» della Tav. I. 

d) Altre facili verifiche consente l'omotetia rispetto al centro K 
della figura pentagonale KOiOgO o (Oa) [ove, si noti, sono eguali i 
segmenti O2O ed OiO; oOi ed 0(62)] con le altre nelle quali al punto 0% 
p. es. corrispondono ordinatamente i punti Ri,T, R2: d'onde eguaglianze 
di segmenti e parallelismo di rette. Così p. es. un cateto e l'ipote- 
nusa del triang. rett. t^Tta saranno risp. eguali a TT' ed a ^a(T) ecc. 
mentre riesciranno parallele alla O1O2 le <*T...; alla O2O le RiR'i, 
TT'. . . ; alla Oo(02) le R'i(Ri) ... ; alla (Oa)02 le (Ri)Ri ... ; alla (0.)0i 



(1) La congiuDgente B^R's (e non R'jH'a ® circolare come ritenne T incisore) è inreee neee»- 
Buriamente rttta e perp. inoltre alla K.. .O'a... O3: giacche dessa indica la proj. ortog. di B^ 
su quella linea. 
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le (T)t* ... ; alla OiO le ^♦T'. . . ecc.... Potrebbe quindi fai-si a meno 
p. es. degli archi circolari T^* e t*(T) di centri T' e h che risp. con- 
ducono da T a ^* e da questo a (T). 

e) Tirando ad STi la perp. in Ti sino all'incontro con la AS, e 
poscia costruendo sulla base EL il triang. coi lati LT* = LTi e 
KT* = K(T), desso risulterà com'è ovvio, rettangolo nel vertice T*; 
il quale sarà inoltre allineato coi punti T' e S perpendicolaimente 
all'anzidetta EL. 

Osservaziofii. — Si noti infine che la molteplicità (qui la sovrab- 
bondanza) delle costruzioni, colle quali si può in differenti modi ri-* 
solvere una data quistione geometrica (risulta p. es. dai precedenti 
che l'anzidetto punto (Ot) trovasi su tre distinte circonferenze e su 
quattro diverse rette) se rende talvolta poco nitido il disegno, (^) è 
d'altra parte utile, poiché tenuto conto della possibilità di elementi 
fuori il quadro o d'intersezioni con angoli molto acuti, non che de' 
risaputi principi della Geometrografia del Lemoine, si ha l'agio di 
scegliere, anche nei riguardi della semplicità e dell'esattezza, la più 
conveniente fra quelle costruzioni. 

Problema II. — Dati due diedri a e ^ di un triedro ed una delle 
facce opposte, quella p. es. ASC che si oppone all'ultimo, determi- 
nare gli altri elementi. 

Soluzione. — Considerando, come suol farsi, quale piano del di- 
segno (Tav. II, Fig. 1^) quello della faccia incognita adiacente ai 
due dati diedri, vi si supponga ribaltata, da banda opposta dello 
spigolo comune AS in ASC^ la faccia nota ASC: si conduca quindi 
per un punto qualsivoglia di quello spigolo la perp. indefinita MN 
e, fatto l'angolo CaN=:a, si riporti ACi in AC, si guidi CC perp. 
ad MN e si tiri poi C^ che faccia con MN l'ang. ^ eguale all'altro 
dei due dati: le tangenti allora che da S si possono condurre alla 
circ. Ci, riferite alla SA, danno le due ampiezze AST* ed AST 
della faccia cercata opposta allo spigolo CS; mentre pel valore della 
terza faccia vi corrisponde, riferendosi tanto all'una che all'altra 
di quelle due soluzioni, la medesima ampiezza angolare BSCa; la 
quale facilmente si determina prendendo sulla CT perp. ad SB, il 
segmento TC, = C^ 

Ma, a fine di collegar meglio fra loro le linee del tracciato si 
preferisca, abbenchè meno semplice, di riportare anzitutto CC in (C)C' 
parallela ad SB, e tirato il segmento (C)T, che risulta eguale al pre- 
cedente Gif lo si riporti in Td e se ne congiunga l'estremo C9 con S. 



{^ Si poteva, fors«^ «Tvlare a qveU* ineonvéniento eolio sdlidere in separate figaro le diffe- 
renti eostnuioni cumulate in uiiieo tracciato, però aeereaoendo il numero delle tavole; ma non 
si è creduto di farlo, sopratutto nel dubbio che ne divenissero meno facili i eriterii comparativi 
per U migliore scelta fira quelle costruzioni. Un'accurata descrizione peraltro delle operazioni 
dA eseguire, e gli artifloii, già altrove suggeriti, suppliscono senz'altro a quell'apparente diminuzione 
di chiarezsa non venendosi cosi a smentire la vantata semplicità del tracciato 
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Si completa la soluzione determinando, eome al solito, il terzo an- 
golo diedro. 

Oìtservasioni — È ariclie ntile cono&cere, come or bì vedrà, l'an- 
golo che lo spigolo 8(i fa col piano della faccia opposta: angolo 
evident eguale a quello In S del tiiang. (Ui)C'S reLtang. in C; può 
quindi conaideransi come 

Vkiufica dell'esattezza di quel tracciato l'essere i punti (Ci) 
6 (Ca), dianzi trovati, entrambi aulìa ci re, SCi; potrebbe quindi C, 
determinarsi altrimenti, per intersezione cioè dì CT con quella cir- 
conferenza. 

Discussione. — V. L'anzidetto ang. (Ci}SC', che lo spigolo SO fa 
con la faccia opposta, da evideutemeutejl valor minimo che può asse- 
guardi al diedro ^ affinchè, con gli altri dati del problema, sia pos- 
sibile il triedro; e vi corrispondono per le facce che lo conipreudonOt 
risp, le ampiezze ASB* e CtìB*: la prima ottenuta conducendo SE* 
tangente ìu S alla circ, C'S e l'altra coi lati ad angolo retto e che si 
proietta in vera grandezza in C'SB*. 

2^ Se fra i due diedri dati sussiste la relazione p>a (3 essendo 
il diedro opposto alla faccia nota) epperò 0;<Ca^ delle due solu- 
zioni forJiìte dalle anzidette tangenti al cerchio Ci* è da scartare 
quella AST"*", che apparterrebbe ad un triedro avente, in opposizione 
ai dati, un angola diedro eguale a 180' — 3. 

3", Se è, invece, ^ ^ ot (epperò C? ^ Ca) si avrebbe allora nelFul- 
timo caso, com'è ovvio, una sola soluzione, dovendo rinunciare a 
quella in cui una faccia verrebbe ad opporsi alTang. 180^ — a; mentre 
per p^a, essendo eguali le due facce risp* opposte che contengono 
lo spigolo se (quindi C'^ = CA), rtinzìdetto cerchio risulterà tangente 
in a allo spigolo SA : giacche quelle due eguali facce sovrapponen- 
dosi, si annullerebbero nel contempo sia il diedro f compreso che 
la terza faccia* 

4^ Se, qualunque sia a, è ^ ^Dff, quel cerchio di centro C riducen- 
dosi ad un punto, si ha una sola soluzione; e la faccia opposta ad « 
avrebbe il valor minimo possibile. Se è invece a = 90**» potendo sem- 
pre condurre per lo spigolo SC due piani che fanno l'angolo dato B 
col piano della faccia incognita, in questo verrebbe sempre ad aversi 
la medesima ampiezza angolare pel valore della faccia che vi giace, 
risultandone due triedri distinti e simnietricauiente uguali rispetto al 
piano della faccia CSA. 

Ma ecco, in line, come si accennò sin dal principio, una 

Variante alla soluzione del Probl, IL 

Si consideri ora come piano del disegno (Tav. II, Fig. 2^) non pili 
quello della faccia incognita, ma invece quello della faccia nota ASC; 
e per un punto qualunque A del suo spigolo MAS si conduca la 
perp< CAh* e si costruisca Tang, BAG^a, che fra i due diedri dati è 
quello adiacente alla faccia nota: indi da C la perp. CO sopra BO 
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e le due eguali oblique CR e CRi che facciano con BO l'angolo p 
che misura l'altro dei due diedri dati. 

Centrando poscia in A, si riportino i segmenti ARi, AO ed AR 
sulla AC risp. in Ari, Ao, Ar; e descritta la circ. or vi si con- 
ducano da S le tangenti So, Sòi, le quali riferite alla SA danno, 
com'è chiaro, le due soluzioni (in generale) ASòi ed AS6 relative 
all'ampiezza della faccia opposta al diedro y; mentre il valore della 
terza faccia che vi corrisponde tanto nell'una che nell'altra di 
quelle soluzioni, si ottiene facilmente riportando anzitutto il seg- 
mento A6 in AB, determinando poscia il punto (B) per intersezione 
delle due circonferenze Sb e &B, ovvero proiettando ortogonalmente 
B in B' sulla bCA e tagliando l'una o l'altra di quelle circonferenze 
con la perp. da B' sopra CS. Similmente si passa dal punto òi al- 
l'altro* Bi e quindi a (Bi). 

La soluzione si completa determinando il terzo angolo diedro y 
che à sullo spigolo SC: basta condurre all'uopo da un punto qualsi- 
voglia A di AS la parallela e la perp. ad SC, determinare l'inter- 
aezione M di CB ed SA e riportato a partire da A il segmento AM 
in A(M) sull'anzidetta parallela, sarà l'ang. (M)t/tA quello richiesto. (^) 

La discussione della soluzione del problema non cambia, com'è 
chiaro, col cambiare di posizione dei dati rispetto al quadro: è quindi 
la stessa di quella precedentemente esposta (v. Probi. II). 

E riguardo, infine, alle verifiche del tracciato, basta osservare che 
i punti (B) e (Bi), risp. ottenuti come già si disse, da quelli b e bt 
^ella CA debbono necessariamente trovarsi allineati conS: l'angolo 
GS(B), infatti non è altro, come è ovvio, che il ribaltamento sul qua- 
dro della faccia opposta al diedro a, sia nell'una che nell'altra delle 
due posizioni che dessa può avere nella formazione del triedro; men- 
tre l'analoga determinazione della faccia minima CS(0) opposta ad a, 
ottenuta deducendo come dianzi (0) da 0, mostra che debba essere 
retto l'angolo C(0)S che si ottiene congiungendo C con l'anzidetto 
punto (0). 

Palermo, 20 luglio 1907. 

F. P. Paterno. 



(i) Si h così risoluto il problema : Determinare la misura y di un diedro, del quale è data )'* 
piezza di una sva sezione obliqua BAC perp. alla faccia ASC : problema evidentemente re<-' 
di quello occorso nel risolvere il I. (V. ivi le osserv. che lo seguono.) Inoltre, cadendo J' 
quadro, necessitò la riduzione omotetica rispetto ad m, ed operare sui punti ridotti c/2, ^ 
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SOLUZIOIVI RAZIONALI DELLE EQUAZIONI 



La pi esente nota non è che un'appendice di un lavoro pubblicato 
nelTultiino numero di questo stesso periodico. 

In esso mi proposi di determinare^ con metodi pnramente elemen- 
tari, le aoluzioni intere e positive delle equazioni jc' ± y*^=A, nel- 
r ipotesi elle A fosse un numero intero e positi vci. 

Mi propongo ora di completare brevemente quello studio togliendo 
le restrizioni imposte ai numeri x,y,ke mantenendo soltanto, com'è 
naturale, la condizione A > nello studio dell'eqnazìone x^-f-y^^=A, 

Occorrendo richiamare considerazioni e risultati del lavoro pre- 
cedei) te, scriveremo fra parentesi solo il numero del paragrafo, cui 
intenderemo riferirci. 



t 



L In questa prima parte ci occuperemo delle decomposizioni dei 
numeri razionali positivi nella somma dei quadrati di due numeri 

razionali. (Per la terminologia^ v, g L) 

Se {a, a) è una decomposizione a termini razionali positivi di un 
numero razionale positivo A, da essa si possono ottenere, in gene- 
rale, altre sette decomposizioni di A cambiando segno all'uno o al- 
laltrg, ovvero a entrambi i termini della decomposizione \a^ a}^ e 
scambiando questi termini fra loro. Queste nuove decomposizioni sì 
riducono a tre soltanto, se i termini della decomposizione data sono 
uguali, ovvero, se utio di essi è uguale a zero. 

Noi ci occuperemo delle sole decomposizioni a termini positivi, 
nelle quali il primo termine è maggiore del secondo, ovvero uguale 
ad esso, poiché le altre si deducono da queste immediatamente. 

2. Tborhma* — Condizione necessaria e suffìcìfnt€f affinchè una fra- 
zione sia decomponibils nella somma dì duÉ gnadraii, è che sta decùm* 
punibile il prodotto del numeratore pel denominatore. _ 

Supponendo che la frazione — ammetta la decomposizione ("^» "T r 



Bi ricava: 



{abnf + {ahnf = mnbn^. 
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II numero intero mn^V risuUft dunque decomponibile nella somma 
di due (quadrati. Ma ò'ò* gode manifestamente di questa proprietài 
perciò anche il prodotto inn dovrà soddisfare alla stessa condizione. 
(Si ricava come corollario del teorema del § 5.) 

Viceversa, ammesso che mn sia decomponibile nella somma di due 
quadrati, è pure decomponibile il numero mnb^b\ Se {h,h} è una sua 

decomposizione, '1—7= » —r^ ? sarà una decomposizione di — • 
Knbb nbb) w 

Corollario I. — Un numero intero non ammette decomposizioni 
fratte, se non ne ammette d'intere. 

Per convincersene, basta, nel teorema precedente, supporre n = l. 

Corollario II. — Perchè una frazione irriducibile sia decomponibile 
nella somma di due quadrati, è necessario e sufficiente che i termini della 
frazione non contengano fattori primi della forma 4p ^-^ 1 con esponente 
dispari, 

m 

Data la frazione irriducibile — , se m ed n non contengono fat- 
tori primi di tipo 4p — 1 con esponente dispari, non ne contiene 
neanche il prodotto mn é quindi (§ 3) esso ammette almeno una 
decomposizione. Se invece Tuno o l'altro dei termini della frazione 
contiene qualche fattore della forma 4p — 1 con esponente dispari, 
siccome m ed n sono primi fra loro, anche il prodotto mn contiene 
quel fattore collo stesso esponente e perciò non è decomponibile nella 
somma dì due quadrati. 

Avvertenza. — D'ora innanzi supporremo sempre, senza che sia 

necessario avvertirlo, che il numero — da decomporre, e i termini 

di ogni sua decomposizione siano frazioni irriducibili. 

3. Teorema. — Se una frazione è decomponibile nella somma di due 
quadrati, i termini di ogni decomposizione devono avere come denomi* 
notori due numeri tali che il quadrato del loro m. e. m. sia multiplo del 
denominatore della frazione, _ 

Supposto che la frazione — ammetta la decomposizione |-t-, •=rj> 

e che B sia il m. e. m. dei denominatori dei termini della decompo- 
sizione, e posto B:»iò'=»6 ò', avremo: 

E poiché — è una frazione irriducibile, indicando. con k un con- 
veniente numero intero, dovrà essere: 

iab'Y'{'(^Fy^mk, 



il che prova il teorema. 



B'«n*, <2) 
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Corollario. — / termini di ogni decomposizione fratta di un nw- 
mero intero devono avere lo stesso denominatore. 

La dimostrazione può farsi fondandosi sul teorema precedente, 
supponendo n = l, ma si può anche osservare, che se fosse 



(T)'+(f) = ». 



e si ammettesse, ad es., b<b, si avrebbe: 



«•+(x)'=-- 



il che è impossibile, se 6 < 6 e i due numeri ae b sono primi fra loro. 

4. Dato un numero — , vediamo ora come si possano determi- 
nare le decomposizioni, i cui termini hanno un dato minimo comune 
denominatore. 

Sia B questo numero, tale, bene inteso, che B^ risulti multiplo di n. 

Dalle (1) e (2) del n. precedente si deduce che basta determinare 

tutte le decomposizioni intere del numero intero — B^ i cui termini 

non sono entrambi divisibili per fattori primi contenuti in B, e di- 
videre poi i termini di ciascuna per 6. 

Ora per determinare tutte le decomposizioni intere, che servono 
al nostro scopo, si può procedere nel modo seguente: Si scom- 
ponga — B* nel prodotto di due numeri B', B", dei quali B" contenga 

tutti e soltanto i fattori primi di — B", che sono comuni anche a B^ 

n 

ma che compariscono in — B^ con esponente maggiore di 1. Si de- 
terminino quindi tutte le decomposizioni intere di B' e tutte le de- 
composizioni proprie di B", e si associno le une alle altre mediante 
le formolo (I), (II) (v. § 4).(^) 

Per convincersi che così si ottengono tutte le decomposizioni ri- 
chieste, basta osservare: V che associando mediante le (I) e (II) tutte 
le decomposizioni di B' con tutte quelle di B'' si otterrebbero tutte 

ÌH 

le possibili decomposizioni di— B^; 2^ che le decomposizioni impro- 

prie di B" hanno i termini divisibili solo per fattori di B" (che sono poi 
anche fattori di B) e che associandole con quelle di B' si avrebbero 



(1) Crediamo utile, per maggior chiarezza, ripoHare queste formole. Se due numeri A e B 
ammettono rispettivamente le decomposizioni ( a, a ) , {b,b}. il loro prodotto AB ammette le de- 
composizioni : 

AB - {o& - ^. aT-^l^b} (l) 

AB = [ab -r oò, ab —'ab}. (II) 
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decomposizioni che non soddisfano alle condizioni richieste; 3° che le 
eventuali decomposizioni improprie di B' hanno i termini divisibili en* 
trambi solo per fattori non contenuti in B, e quindi, associate a quelle 

proprie di B" danno luogo a decomposizioni intere — B', che godono 

della proprietà voluta. 

5. Abbiamo visto che B non può essere un numero arbitrario, ma 

deve soddisfare alla condizione che — sia un numero intero. Occorre 

n 

ora mettere in evidenza un'altra condizione, cui deve soddisfare questo 
numero B, affinchè esso possa essere effettivamente un minimo de- 
nominatore comune dei termini di una decomposizione fratta di — . 

Dimostriamo all'uopo il 

Teorema. — Se Bi' è il minimo quadrato divisibile per n, Bi è il 
più piccolo fra i minimi denominatori comuni dei termini delle decom" 

posizioni razionali di — . Tutti gli altri minimi denominatori comuni si 

ottengono moltiplicando Bi per potenze di fattori primi della f orina 4p+l. 
Che non esista altro numero B'i, minore di Bi, che possa essere 

denominatore comune ai termini di una decomposizione di — , scende 

B' * 
direttamente dalla condizione che —^ debba essere un numero in- 

tero, il che è contrario all'ipotesi fatta su Bi. E chiaro poi che Bi 
è veramente un denominatore comune ai termini di almeno una de- 

composizione di — . 

Infatti, se n contiene fattori primi della forma 4p -— 1 con espo- 

B ' 
nente pari, -^ non contiene affatto di tali fattori, perchè, in virtù del- 
l'ipotesi fatta relativamente a Bi, gli esponenti con cui compariscono 
quei fattori in Bi' e in n sono uguali ; se inoltre n contiene il fat- 

B ' 
tore 2^,-^0 non contiene questo fattore, se X è pari, o lo contiene 

con esponente uguale ad 1, se X è dispari. Poiché infine m ed n 
sono primi fra loro, si conclude che il numero B'', di cui è parola 
nel n. precedente, non contiene che fattori della forma 4p + 1. 
Questo numero ammette allora almeno una decomposizione propria 

e quindi — Bi^ ammette almeno una decomposizione, i cui termini 

non sono divisibili entrambi per fattori contenuti in Bi. 

É ovvio pure che ogni altro numero, che sia il prodotto di Bi per 
potenze di fattori della forma 4p 4- 1 può essere un possibile minimo 
denominatore comune. 

Perchè il teorema sia dimostrato basterà infine provare che non 
si può scegliere come minimo denominatore comune un numero, che 
sia ottenuto in modo diverso. 
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Se B è un numero ottenuto moltiplicando Bi per potenze di 2 o 
di numeri primi della forma 4p — 1, il numero B'' non ammetterà 
decomposizioni proprie (§ 13), perchè o è della forma ip o contiene 
esso pure fattori primi di tipo ip — 1. 

Corollario. — Il denominatore comune ai termini di ogni deeom^ 
posizione fratta di un numero intero è sempre un numero dispari divi' 
sibUe solo per fattori primi della forma 4p + l. 

Infatti, essendo n = 1, il numero Bi = 1 e gli altri minimi deno- 
minatori comuni si hanno moltiplicando comunque fattori primi della 
forma 4p + l. 

6. Passiamo ora a determinare il numero delle decomposizioni ra- 
zionali di un numero — , i termini delle quali hanno come minimo 
n 

comune denominatore un numero assegnato. 
Dimostriamo perciò il 

Teorema, — Se — è una frazione decomponibile nella somma di 

due quadrati j e, posto B'B" = — B* {ove B,B', B" sono numeri soddi* 

sfacenti alle condizioni, di cui sopra s'è parlato), si indica con N U nw- 
mero delie decomposizioni di B' e con a il il numero dei divisori primi 

di B"j il numero v delle decomposizioni di — , i termini delle quali sono 

frazioni irriducibili aventi come m. e. m. dei denominatori B è uguale 
a N s« B" = l; risulta invece: 

v = 2«-i(2N — 1), 

se B' è un quadrato o un doppio quadrato, negli altri casi questo nu- 
mero è 

v = 2«N. 

Poiché B" contiene solo fattori primi della forma 4p + l, le de- 
composizioni proprie di B" saranno 2'»-^ (§ 12, Coroll. II). 

Fra le N decomposizioni di B' ve n'e una di eccezionale, se il 
numero è un quadrato perfetto; ve n'è una, i cui termini sono uguali, 
se esso è il doppio di un quadrato perfetto. Esclusi questi casi, tutte j 

le N decomposizioni ammesse da B' sono regolari a termini distinti. 

Una decomposizione di B' associata mediante le (I) e (II) a una i 

decomposizione propria di B" dà luogo a decomposizioni distinte 

, m ... . ' 

di — B^ se la decomposizione considerata dì B' non e eccezionale o 

non ha i termini uguali; in caso diverso dà luogo invece a una sola 

m 
decomposizione di — B* (§ 4, oss. II). 

Associando tutte le decomposizioni di B' a quelle proprie di B", 
ove B' sia un quadrato o un doppio quadrato, si hanno quindi 

V = 2 (N — 1) 2«-i + 2«-i = 2«-i (2N — 1) 
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m 



decomposizioni di -^B*. i cui termini non sono entrambi divisibili 
. n 

per fattori di B. 

Negli altri casi il numero di tali docomposizioni è 

v=t2.N.2«-i = 2«N. 

In virtìi del n. 4 ciò basta per ritenere vero il teorema. 

Se fosse B" = l è ovvio che v = N. 

7. Come applicazione di quanto abbiamo fin qui detto daremo al- 
cuni esempi di decomposizioni, cosìderando dapprima il caso, in cui 
il numero da decomporre sia intero: 

SiaM = 850 = 2.5M7 

L B = 5. Sarà: 

mB^ = 2.5M7; B' = 2.17, B" = 5*; 

N = l, a = l, v = 2M = 2. 

B' = {5, 3}, B"={24, 7}; 

B'B" = mB^={141, 37} = {107, 99}. 



Quindi : 



«^-{f • l}-{f • !}• 



IL B = 13. Sarà: 

«»B» = 2.5M3M7; B' = 2.5M7, B" = 13*; 

N = 3, « = 1, v = 2».3 = 6. 

B' = {29, 3} = {27, 11} = {25, 15}, B" = {12, 5); 

B'B" = jnB'' = {379, 3} = {375, 60} = {363, 109} = 

= {383, 181} = {310, 225} = {269, 267}. 

Quindi : 

(363 



Qtrt _ /?Z9 3 \ _ (375 60\ _ rs^ 

85U-'^j3-, i3]-\i3. 13/-U3 

_ /333 181\ _ rSlO 225\ _ ('. 

"~\13' 13j~\l3' 13/"" \ 



2^ 
13 



109\_ 
13/- 

267\ 
13/' 



m. B = 17. Sarà: 

»kB' = 2.5M7»; B' = 2.5», B" — 17»; 
N = 2, a = l, v = 2'>(2.2 — 1) = 3. 
B' = {7, 1} = {5, 5}, B" = {52, 47}; 
B'B" = »bB*={495, 25} = {411, 277) = {381, 317}. 

Quindi : 

„-_/495 25\ /411 277\_/381 317\ 
«00-^3^, i7| = \i7. 17/-\17* 17/- 
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IV. N = 65 = 5.13. Sarà: 

»nB» = 2.5M3M7; B' = 2.17, B'— 5M3'; 

N = l, a = 2, v = 2M=4. 

B' = |5, 3}, B" = {323, 36) = {253, 204); 

B'B" = »wB« = {1877, 261) = {1779, 653) = {1723, 789) = {1503, 1149). 

Quindi : 

QCA_fl§ZZ 261\_/1779 653) _ (1723 789\ _ /1503 1149\ 
*^-\65' 65j~\65' 65/-165' 65/~\65* 65 f 

8. Supponiamo ora che si debbano trovare le decomposizioni di 
un numero fratto. 
„. m 17 

S'*¥ = 50- 

I. Il piìi piccolo quadrato divisibile per 50 è 100. 
B = 10 = 2.5. Sarà: 

— B^ = 2.17; B' = 2.17, B" = l; 
n 

N = v = l. 
m 



B'B" = — B'={5, 3}. 



Quindi: 



1Z_M lì 

50 ~ \ 2 • 10) 



II. B = 50 = 2.5*. Sarà: 



Quindi: 



-B« = 2.5M7; B' = 2.17, B"=5»; 
n 

N = l, a = l, a = 2M = 2. 

B' = {5, 3), B"={4, 3Ì; 

B'B" = — B»={29, 3} = {27, 11). 



ìl — f^ A\ _ /27 11) 
50 "~ \50 ' 50i ~ (50 ' 50/ ' 



III. B = 130 = 2. 5. 13. Sarà: 



-B' = 2.13M7; B' = 2.17, B"=13^ 

N = l, a = l, v = 2M = 2. 
B'={5, 3), B"=[12, 5); 

B'B" = — B» = {75, 11} = {61, 45). 



Quindi: 
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IL 



9. Passiamo ora a determinare le soluzioni razionali dell'equazione 
x^ — y* = A, cioè le decomposizioni di un numero razionale A nella 
differenza di due quadrati (Per la terminologia e le notazioni v. § 18.) 

Possiamo supporre, senza togliere nulla alla generalità della trat- 
tazione, che A sia un numero razionale positivo, poiché ad ogni de- 
composizione [a\a"] di un numero corrisponde la decomposizione 
[a" a] del numero opposto. 

Per le stesse ragioni esposte nel n. 1, ci occuperemo solo di de- 
terminare le decomposizioni, i cui termini sono numeri positivi. 

Dato un numero A, e indicato con X un numero razionale qua- 
lunque, si ha sempre: 

quindi si ha il 

Teorema. — Un numero razio^iale è sempre decomponibile nella dif^ 
ferenza dei quadrati di due numeri razionali. 

10. Proponiamoci ora, dato un numero razionale — , di determi- 
nare tutte le decomposizioni, i cui termini hanno come m. e. m. dei 
denominatori un numero dato B. 

Se — ammette la decomposizione -77» J't\ , indicando con B il 

m. e. m. dei denominatori delle frazioni, e ponendo B = 6'èi = ò"Ì2, 
si ha: 

{abiy—{a"b2Y _ m 
B' "" n ' 

da cui, essendo m ed n primi fra loro: 

(ahY-^{a"b,Y = km, 



(1) 



(2) 
B^=i«. (3) 

La (3) ci dice che 

Il m. e. m. dei denominatori dei termini di una decomposizione di una 
frazione irriducibile è sempre un numero, il cui quadrato è multiplo del 
denominatore della frazione. 

In particolare si ricava, facendo n=l e ripetendo un ragionamento 
identico a quello tenuto nella dimostrazione del corollario del n. 3: 

1 termini di una decomposizione razionale di un numero intero hanno 
uguali i denominatori. 
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11. Dalle (1) e (2) si ricava poi che, per determinare 1# decom- 
posizioni razionali di un numero — , i cui termini hanno come m.cm. 
dei denominatori un dato numero B(tale, s'intende, che sia B'=Jbf), 
basta trovare le decomposizioni intere del numero — B', i cui ter- 
mini non sono entrambi divisibili per fattori di B, e dividere poi 
quei termini per B. 

Ricordando che, per ottenere una decomposizione intera [a', a"] di 
un numero A intero, basta scomporre A nel prodotto di due nu- 
meri Al, A9 (divisori complementari di A) pari o dispari insieme, e 
porre a' = i(Ai + Aa), a"=KAi--A«), si ricava immediatamente il 

Teorema. — La frazione — non ammette decompoeinioni razionali, 

i cui termini abbiano B come m. e. m. dei denominatori, se — B* i un 

' n 

numero della forma 2 (2p + 1). 

lu particolare si ha: 

Un frazione, il cui numeratore eia della forma 2 (2p + 1), non am^ 
mette decomposizioni, i cui termini abbiano denominatori entrambi di^ 
spari. 

Una frazione il cui denominatore sia della forma 2^+^ (2p + 1), 
non ammette decomposizioni, i cui termini abbiano come m. e. t». dei 
denominatori un numero della forma 2^+* (2p' + 1). 

Si ha pure il 

Teorema. — La frazione — non ammette alcuna decomposizione, i 
cui termini abbiano come m. e, m, dei denominatori un numero pari B, 
se il numero — B* risulta della forma 4 (2p + 1). 

Infatti, in questo caso, due divisori complementari qualunque 
di — B' (dovendo essere entrambi pari) sono entrambi della forma 

2(2p' + l), e perciò i termini di ogni decomposizione intera di — B' 

sono sempre numeri pari. 

Si ricava quindi: 

Una frazione, il cui denominatore sia un numero pari della forma 
2^ (2p + 1), non ammette decomposizioni, i cui termini abbiano come 
m, e, m, dei deìiominatori un numero della forma 2^+^(2p'+l). 

E inoltre: 

Una frazione a termini dispari non ammette decomposizioni, per le 
quali il m. e, m. dei denominatori sia un numero pari della forma 

2(2p + l). 

12. Resta ora a far vedere come si possano determinare le decom- 
posizioni di — B', i cui termini non sono entrambi divisìbili per fat- 
tori contenuti in B. 



I 
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Supponiamo dapprima B disparì. 

Si osservi che le decomposizioni di un numero À, i cui termini 
sono entrambi divisibili per un numero A, hanno origine dalle sole 
scomposizioni di À in divisori complementari entrambi divisibili per A, 
e che in tal caso il numero A contiene il fattore h con esponente 
maggiore di 1. 

Allo scopo dunque di ottenere scomposizioni di — B^ i cui divi- 
sori complementari non sieno entrambi divisibili per fattori conte- 
nuti in B, si scomponga — B' nel prodotto di due fattori B', B" dei 
quali B" risulti il prodotto di tutti e soltanto quei fattori primi che 
sono comuni a — B' e a B e che compariscono m — B' con espo- 
nente maggiore di 1. Si trovino poi tutte le scomposizioni di B' in 
divisori complementari e tutte le analoghe scomposizioni di B", i cui 
divisori sono però primi fra loro, e infine si associno in tutti i modi 
possibili una scomposizione di B' con una di B" moltiplicando fra loro 
i divisori delle due scomposizioni in modo da ottenere divisori com- 
plementari di — B*. 

PI 
Se B è pari ed — B' e dispari nulla c'è d'aggiungere a quanto 

IH 

s'è detto; ma se — B* è anch'esso un numei*o pa^-i, i divisori com- 
plementari di B" non potranno essere entrambi della forma 4p. Se 
ciò fosse sarebbero pure della stessa forma anche i divisori comple- 
mentari di — B' e quindi le corrìspondenti decomposizioni intere di 
questo numero avrebbero i termini entrambi pai*i. 

13. Vediamo ora quante sono le decomposizioni di — , i cui ter- 
mini hanno come m. e. m. dei denominatori un numero B. 

Se a è il numero dei fattori primi distinti contenuti in B", le scom- 
posizioni di B" in divisori complementari primi fra loro, ovvero pari 
ma non entrambi della forma 4p, sono 2"*^^ H 



(') Infatti, posto B" = 2^ì»^«iì»2^... (con X > 2), per ottenere quelle scomposizioni basta seri- 
Tere la tabella : 

2^-S 2; 



moltiplieare ordinatamente 1 numeri della prima riga per quelli della seconda, i prodotti ottenuti: 
2^~Vi°i) 2p^ai,2^-^,2, ordinatamente per i numeri della terza riga, i nuovi prodotti ottenuti 
2^-'^Pj^ip^^ 2paip^<hy 2^->i»,aa, 2p,«a, 2^-*PjOi, 2pj«i, 2^"*, 2, per i numeri della quarU riga e 
eoflà di seguito e accoppiare i numeri estremi della successione ottenuta, e quelli i quali sono 
equidistanti dagli estremi. 
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Se N è il numero delie scomposizioni di B\ poiché associando 
ogni scomposizione di B' con una di B" si Inumo due scomposizioni 

di — B^ in divisori complementari, ovvero una soltanto, secondo che 

la scomposizione considerata di B' non Ita o ha i divisori uguali (nel 
quale ultimo caso B' è un quadrato perfetto), si conclude che le cer- 
cate decomposizioni — sono in numero di 

se B' non è un quadrato; e sono in numero di 

V = 2 (N — 1) 2«-i + 2«-i = 2«-i (2N — 1); 

se B' è un quadrato. 

Avvertenza. — Se B"=l è ovvio che si ha v = N. 

14. Come applicazione cerchiamo alcune decomposizioni del nu-* 

25 
mero -o-- 

Poiché i termini della frazione sono entrambi dispari, non potrà 
essere (v. n. 11) un numero della forma 2 (2p + l). 
I. B = 3. Sarà: 



-B^ = 3.5«; 



B' = 3.5«, B" = l; 
v = N = 3. 
Scomposizioni di B' in divisori complementari: 

(3.5^ 1); (b\ 3); (3.5, 5). 
Quindi: 



B'B"=-B» = [38, 37] = [14, 11] =[10, 5]; 



e infine: 



25 
3 



_ [38 371 _ ri4 111 _ 1 10 _5 
~L3' 3J-L3' 3j~L3' 3 



II. B = 9 = 3*. Sarà 
in 



n 



B» = 3».5'; B' = 5», B" = 3''; 



N = 2, a = l, v = 2»(2.2-l) = 3. 
Scomposizioni di B' in divisori- complementari: 

(5«, 1); (5, 5). 
Scomposizioni di B": 

(3^ 1). 
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Scomposizioni di — B*: 



(3»5», 1); (8V5, 5); (3», 5'). 



Quindi : 



B'B"=-^B*=[338, 337] = [70, 65] = [26, 1]; 



e infine: 



_ [338 337] _ [70 651 _ [26 11 
-[ 9 ' 9 J-L9 ' 9j~[9 • yj 



25 [338 337 
6 



III. B = 12 = 2».3. Sarà: 

— B» = 2\3.5«; B' = 3.5», B" = 2*; 
N = 3, a = l, v = 2'.3 = 6. 

Scomposizioni dì B': 

(3.5». 1); {5', 3); (3.5, 5). 
Scomposizioni di B": 



(2*, 2). 



Scomposizioni di — B' ; 



(2«.3.5', 2); (2.3.5», 2»); (2». 5», 2.3); 

(2.5», 2». 3); (2*. 3. 5, 2.5); (2.3.5, 2». 5). 

Quindi: 

B'B" = ^B» = [301, 299] = [103, 97] = [79, 71] = 

= [37, 13] = [65, 55] = [35, 5]; 

25 _ [301 299 1 _ [103 971 _ [79 711 _ 

3 ~ L 12 * 12 J "" L 12 ' I2J ~ Ll2 ' I2J ~ 

_ [65 551 _[37 131 _ [35 M 

""[12' 12j""U2' 12j~Ll2' 12 j; 

IV. B = 15 = 3. 5. Sarà: 

in 



e infine: 



n 



B'^3.5*; B' = 3, B" = 5*; 



N = l, a = l, v = 2M = l. 
. Scomposizioni di B': 



Scomposizioni di B" 



(3, 1). 
(5*. 1). 
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Scomposizioui di— B*: 



Quindi: 



e infine: 



(3.5*. 1); (5', 3). 



m 



B'B"=-B' = [938, 937J = [314. 311] 



25 
3 



_ 938 9371 _ [3U 3111 
~ i 15 ' 15 ] ~ 1 15 ' 15 J 



Boma, muto 1907. 



Doli. Giulio Bisconoìmi. 



Wm FORILI Di PASCAL A *EIL4 DI CERNOOLII 

sulle somme delle potenze nini Ili dei primi n numeri 



Nota di Alberto Tanturri 



ì. La formula di Pascal f) 

|f"t>,={«+i)--i 



(ij. 



dove ih è un numero naturale ed Si^V-\-2^ -\-.,,-\-n\ conduce, per 
via semplice ed fìleinentare, alla espressione esplicita di Sm- Scritta 
difatti la (1) per wi — 0, 1,.. . , wi, si hanno ti* + l equazioni, nelle 
quali il defcerniinaute dei coefficienti delle a vale (m + l)!; sicché 



(m + l)!^o,= 



il) 
il) 



... (» + l)» — 1 

... (n+l)*-l 

(^) ... (n + ir-1 

'('i;r(T)"(2)''-U.J"+«"-'' 

rr)rr')rJ')-(:ii)<-+»-"-> 



il) 
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Dall'ultima colonna di questo determinante togliamo la 2^^ molti- 
plicata per *i, la 3* moltiplicata per. «',..., sino alla ^/*™* (che è la 
penultima) moltiplicata per n^~^; ci ridurremo agli elementi 

e, quindi, sviluppando secondo essi elementi, 

(m + 1)! Su, = m! n-»+' + [m! ("* + ^) - (.« - 1)! (^ + })] n» + 

+"s,'(m-i-l)!A,+,,„n— ', 



dove 



A, 



f l,m - 



= {-!)' 



i«+i 



/m-f+2 /m-i+2 /»,-t+2\ 

U-t-lJl m-i )\m-i+l)'-- " " 

\m-i—l) \m—i) U— i+i; ■ ■ • U— 2/ 

it«-t— li U— tj l»/i— t+lj • ■ • U— 2; [m—lj 
( m+1 \ /m+l\ / m+1 \ /m+l\ /,n+l\ 
\m—i—ll \m—i) \m-i+l} ' ' ' \tn—2) \m—l) 



Ad ogni elemento di questo determinante applichiamo la rela- 

zione I I = — j-rij— (dove a e b sono interi) : portiamo poi fuori 

il fattore 

{m—i + iy.(m — i + 2)l...(m — lV.ml{m + l)l ml{m + l)l 

(m—i — iy.(m — iì\...(m—S)l(m — 2)\ {m — 1) ! "~ (m—i— 1)1 (m-i)l ' 

ponendo infine 



A,+, ={-!)' 



•+i 



2! 


1 







. 





1 
3! 


1 
2! 




1 


. 





1 


1 




• • • 

1 


. 1 

1 

• 2! 
1 

• 3! 




1 
1 


t! 
1 


(i-iy. 
1 
il 
1 


(»• 


-2)!" 
1 


1 


a 


1 

il '• 


(i + 2)! 


(i+iy 


2! 



(2). 
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Avremo 



2 



+ v,,„_,._ij 



+ 



od anche 



('»+l)sB, = n'"^' + 



(i« + lì «" 



27(7+ /)(• + !)! *'+•«" 



(3), 



dove Ai^i è funzione solo di i\ 

2* Come si vede, jf,„ tioti contiene tèrmini indipendenti da «, e 
contiene h"" col coefficiente ^. 

Dico inoltre clie, se non si acrivoiio i termini nnlH, .%, non con- 
tiene potan^'-e pari ili n, fnon di n^'; ed 5ar--i potenze dispari, fuori 
di n^'-K Si intende r ^ 1, 2, 3 

Ciò BÌ verifica subito per ^i[^ 'q'+ 2" + "g") ® P^^ *i (^'9'"'"^) " 
E> se si suppone vero per le successive s^ sino ad s^r-s Bd ^t-3» si 
dimostra facilmente per sgp ed .^ar-i- 

Prima di tutto, poiché s,» non contiene ii a potenze maggiori di 
fn + l, basterà far vedere che ^tr non contiene potenze pari di n con 
esponente minore di 2r\ ed .<Jsr--i potenze dispari con eaponente minore 
di 2r— 1. Ora ciò discende dalle note relazioni 



(2/+ 1) '^^^ = i {('' + ir + «"^ - lì 



Uh 



s. 



le quali si deducono immediatamente dalla formula (1) (*). Difatti: 
nella 1* sommatoria, n^^ (per A — 1,2 , . . ,r — 1) compare solo in Stt 
col coefficiente i, ed eventualmente in Sar con un coefficiente che in- 
dico con Crk? e, nella 2% tt*^'* solo in s«k_i col coefficiente |, ed even- 
tualmente in 5ar-t con un coefficiente che indico con CVk* Sicché, se 
eguaglio i coefficienti di u^^ nei due membri della 1* eguaglianza, e 
di n***'* nei due membri della 2^ avrò 



ed 



X/2r+l\ /2r+l\ ir2r+l\ 

2 l 2ÌC j-r^ruy 2r j - 2 l 2i i 

2" [2k - 1) + *^'^^ (sf -^ 1) = "2' l2it - 1) • 



donde C^k — e CW = Oj e. v, d 



omàw* pAg. 'Ì34. 



Mito fonnR «Imboli e«, Luoas, TtlfrUi !■• 
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sino 



ad n' o siiìo ad n^ secondoche wi è pari o dispari. Potremo perciò, 
nella (3), dare ad i solo i valori dispari (1,3,5,..., sino ad m— 1 o 
ad m — 2); o, che è lo stesso, scrivere 2r — 1 al posto di i, e far 

variare r da 1 ad E-g-: cioè sino ad -g- se m e pan e ad — s — se e 

dispari. 

Sarà allora 



£], se poniamo 

avremo 

(wi + 1) Sra =-- n°»+' 



(m + l)>i 
2 



m ' ^ 8 



+ Ì('"2t ) (2'-)! A,r »»-•'+'. 



B. = (-1)'-M2»)!A.,. 

m 

(m + l)n' 



+ i(- ir* ('"i^JBr «»-•'+', 



che è la formula di Bernoulli (^). 

4. I numeri bernoulliani B si presentano cosi espressi mediante 
i determinanti A, cioè sotto la forma di GlaisherO; o, che è lo 
stesso, come nel Form. Malli. ('), perche le quantità A, calcolate con 
la (2) (per i=:0, 1,2, . . .), coincidono con quelle soddisfacenti alle 
condizioni 

^ + A. = ^ + |r + A. = A.+ A^+A^ + A. = 0.... 

Sicché la prop. Atr+i = (per r = 1, 2, 3, . . .), enunciata nel Form., ri- 
sulta dal nostro num. 2. 

La notazione adottata è pure quella del Form.\ e si ha Bi = + -rr , 
^•+""30' ^'"" + 42 



(i) La dimostrazione di essa, mediante le formule (4), trovasi in Platner, Sul polinomio btr' 
n^Miano. Rend. Istit Lomb., II, 25, 1891 ; ma per via prolissa ed eccessiva. Ciò ginstìflchi questo 
breve lavoro. 

Le ordinarie dimostrationi (v. i trattati di Luoas, Capelli, CasABO, il Calcolo delU variaaioni 
di E. Pascal, ecc.) ricorrono a sviluppi in serie, od a calcoli simbolici, od a nozioni sulla diffe* 
ronza di una funziono. 

(') y. la citazione in E. Pascal, Deitrminanti, pag. 180. 

(S) Lee. eit., pag. 132. 
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SOCIETÀ ITALIANA PER IL PBOBBESSO DELLE SCIENZE 

SOTTO L'ALTO PATRONATO DI S. M. IL RE 



I 



PRIMO CONGRESSO DI PARMA 

23-29 Stttemhve 1907, 

L* illustre senatore Volterra presentò al Congresso dei naturalisti italiani, pro- 
mosso dalla Società italiana di Scienze Naturali, e tenuto in Milano dal 15 al 
19 settembre 1906, la proposta di far risorgere vrn^ associazione italiana per il prò» 
gresso delle scienze, sullo stesso genere di quelle che da lunghi anni vivono di 
vita prospera e rigogliosa negli altri paesi, rendendo preziosi servigi alla scienza 
e alle sue applicazioni. 

La prima società di questo genere fu fondata dal farmacista Gosse di Ginevra 
nel 1815, e nell'anno successivo tenne il suo primo congresso. Essa conta oggi 
circa 800 soci ; pubblica degli Atti dal 1816, delle Memorie dal 1829 e dei Reso- 
conti dal 1879. Nel 1822 in Germania sorse la Società dei medici e dei naturalisti 
tedeschi, ai quali poi si collegarono i cultori delle matematiche e di altre disci- 
pline. Nel 1904 essa contava 2910 membri. Nel 1881 Bbewster fondò V Associa- 
zione hritùtutica per l'avanzamento delle scienze^ che ebbe dappriudìpio 371 membri, 
e ne conta oggi 4500. Essa è lii più potente fra le assoctazioni cmiiimìli ed è 
fornita di larghissimi mezzi finanziari, che le permettono di erogare 50 mila lire 
annue in incoraggiamenti e ausai ilii a favore della scienza pura ed applicataj vATie 
iniziative ila essa prese ebbero rianltati pratici della più grande importanza, fra i 
quali notevolissimi gli studi sulle unità assolute, da essa promoaaì. 

L^ Associazioni^ francese storse nel 1871, e si fuse con l'Associazione scientifica 
francese fondata dal Le Verrcer sin dal 1@04- Easn pubblica dei resoconti sin 
dal 1872, annovera circa 4000 soci ed ha un reddito annuo superiore alle L. 90 mila, 
che in parte sono spese per incoraggiare li cerche scienti fiche. 

Anche in AmericA esiste un'Associazione pei Tavanzamento delle scienze, fon- 
data nel 1853, ed infine T Australia ha un* Associazione consimile con circa lOOO soci, 
che si adunano a congtesso ogni due anni. 

L' Italia aegm di buon'ora Tesempìo delle altre nazioni ; e furono tenuti i se- 
guenti cottgresB) di scienziati ; 

1^ Congreaso a Fisa . 1839 

2* ^ ^ Torino 1840 

3« , ^ Firenze ...... 1841 

4* , „ Padova 1842 

5* , ^ Lucca ,,..... 1843 

6** , , Milano 1844 

V . ^ Napoli ...,.., 1845 

8" , ^ Genova 1S46 

9** , , Venezia 1847 

10" . , Firenze 1861 

11* , . Roma 1872 

12^ , , Palermo 1875 

I risultati scientìfici di questi congressi non furono scarsi ne di poca impor- 
tanzaj ma in quell'epoche in cui k più alta, la pih nobile aspirazione degl' Italiani 
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era la libertà, 1* indipendenza e Tuniiià della patria, tutti, piti che allo scopo pa- 
lese, al progresso delle scienze, miravano allo scopo nascosto. La riunione dei 
cultori di tutte le scienze delle varie regioni d'Italia affermava il principio di 
nazionalità, quando il parlare di nazione italiana era delitto, e perciò destava gli 
entusiasmi e le speranze dei patriotti, ed insieme i terrori delle polizie dei varii 
tirannelli d'Italia, tanto che il generale Radestki a proposito del primo congresso 
scrisse: " I dotti riuniti in Pisa si sono imposti la maggior riserbatezza nel par- 
lare per non compromettere con imprudenze e indiscrezioni Tavvenire di una isti- 
tuzione destinata a travagliare gli animi in segreto per gettare le fondamenta 
dell'opera infernale della rigenerazione italiana „. (') 

Così i congressi, che avevano continuato senza interruzione dal 1839 al 1847, 
cessarono quando gli entusiasmi del 1848 furono spenti nel sangue e le baionette 
austriache vennero a puntellare i troni che erano stati lì lì per cadere, travolti 
dall'onda suscitata da un'idea fulgente di giustizia e di libertà. 

Il 10^ congresso che doveva aver luogo a Bologna nel 1848 fu rimandato in- 
definitamente, e si può dire che i successivi congressi furono tenuti quasi a solen- 
nizzare i fasti della patria. 

Nel 1861 a Firenze si festeggiò Tunione della maggior parte delle provincia 
d'Italia, la patria risorta a dignità di nazione; nel 1872 si solennizzava l'opera 
compiuta, il dominio temporale dei papi caduto per sempre, e Roma finalmente 
capitale d'Italia. Era nell'animo di tutti che questo congresso fosse l'ultimo; ma 
fu tenuto anche il 12^ a Palermo, per salutare l'isola dei Vespri, l'isola che aveva 
visto il biondo eroe sgominare coi suoi Mille le schiere borboniche e volare attra- 
verso lo stretto di Messina alla conquista del reame di Napoli. 

Insomma l'opera dei primi 12 congressi degli scienziati fu per fatalità di eventi 
eminentemente politica, e fu bene che così fosse; ed era naturale che, conseguito 
lo scopo principale al quale essi miravano, solennizzato il raggiungimento di 
questo scopo, il ciclo dei medesimi dovesse chiudersi per sempre. 

* 
• * 

Ma ora, decorso più di un trentennio, le cose sono assolutamente cambiate. 
L'Italia dopo aver conquistato il suo posto in mezzo alle grandi nazioni ha mo- 
strato di esserne degna. Il sole della libertà ha rese feconde le energie del bel 
paese, così lungamente depresse e soffocate ; le industrie, i commerci, le arti hanno 
ricevuto uno straordinario impulso, portando l'Italia ad un grado di prosperità, 
che 50 anni or sono sarebbe stata follia sperare ; il genio italiano si è segnalato, 
come sempre, per grandi scoperte scientifiche che hanno aperte nuove vie all'at- 
tività umana, ed è giunto il momento perchè una nuova associazione per il 
progresso delle scienze, del tutto simile a quelle delle altre nazioni, sorga con 
criteri diversi da quella che l'ha preceduta, al difuori della politica ed avente per 
unico e grande scopo quello che annuncia il suo titolo. 

Per questa ragione, oltre che per l'autorità del nome, la proposta lanciata dal 
senatore Volterra doveva essere ed è stata accolta con entusiasmo da tutti i 
enitori delle scienze. 

Fino al 20 settembre scorso infatti gli aderenti alla nuova società furono 1159, 
e di questi 8 o 9 cento convennero effettivamente al Congresso, tenuto in Parma 
dal 23 al 29 del detto mese. Non farò nomi, che sarebbe troppa difficile impresa, 
ma dirò soltanto 'che la maggior parte dei maestri illustri, che onorano col loro 
nome la scienza, e ad essa hanno ormai portato il forte contributo della loro vita 



(i) Chi desidera maggiori notizie sui congressi degli scienziati pub consultare, oltre ohe i re- 
soconti ufBeiali le seguenti opere : Linakbb Abtvbo, / congressi degli acitnziati é i eongvaai dèi 
pedagogici itaHanù Firenze, Cellini, 1581. — Taochx Eliba, Il primo eongreséo degli gctetuiatt in 
Pl9a, • Studi storici „ voi. XII. Pisa, 1903. 
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operosa, fraternizzarono coi più modesti cultori, coi giovani che sono le speranza 
dell'avvenire. 

La gentile città si mostrò compresa della importanza deiravvenimento, onorata 
dalla presenza di tanti uomini illustri, ed accolse tutti con la proverbiale ospi- 
talità emiliana, veramente cordiale e signorile ad un tempo, cosicché, ne sono 
certo, tutti i congressisti hanno lasciato Parma conservando un gratissimo ricordo 
dei bei giorni ivi trascorsi, con un sentimento di riconoscenza per le accoglienze 
oneste e liete ricevute. 11 merito delle quali risale a tutto il Comitato locale, del 
quale fu benemerito Presidente l'on. prof. Cardani deputato al Parlamento, e vice- 
presidente il prof. Leone Pesci, rettore dell'Università; e all'Amministrazione Co- 
munale con a capo il suo giovane e brillante Sindaco, Luigi Lusignani professore 
dell'Università. Sono certo d' interpetrare il sentimento dei piii, inviando un rin- 
graziamento a tutti coloro che cooperarono a rendere lieta questa bella festa 
della scienza. 

le 

. 11 23 settembre a ore 15 nel grandioso teatro Farnese ebbe luogo la solenne 
inaugurazione del Congresso. Dopo che il Sindaco Lusignani ebbe rivolto il sa- 
luto della città ai convenuti, il Presidente eflfettivo senatore Volterra lesse una 
dotta conferenza densa di erudizione e di pensiero, nella quale tratteggiò la storia 
dei congressi precedenti, parlò della importanza della coordinazione delle varie 
scienze, che tendono a soverchiamente specializzarsi, del largo contril^uto che 
il lavoro degli scienziati porta al benessere generale, mercè le loro scopèrte che 
spesso, lungamente elaborate nella quiete dei laboratori, schiudono la via ad 
applicazioni pratiche della più alta importanza. 

Infine S. £. il Ministro della P. L, Rava, dichiarò aperto il Congresso in nome 
di S. M. il Re, e con un brillante discorso evocò le glorie di Parma nel campo 
della scienza, ed osservò che, mentre nel primo periodo i vari principotti italiani 
seguivano con diffidenza e terrore l'opera degli scienziati riuniti a convegno, oggi 
il Re d'Italia s'interessa vivissimamente all'opera degli scienziati, e ad essa dà 
tutto il suo appoggio. 

* * 

Le adunanze generali per l'approvazione dello Statuto furono tenute il 24, 26, 28 
dapprima nel teatro Farnese, poi nell'Aula Magna dell' Università, essendosi con- 
statate le pessime condizioni acustiche di quel teatro. 

La discussione fu lunga e molto animata; non mancarono vivaci incidenti, i 
quali dimostrarono l'interessamento vivissimo che tutti i convenuti prendono per 
la nuova istituzione. Infine fu approvato il disegno di Statuto preparato dal Comi- 
tato ordinatore del Congresso con lievi varianti, fra le quali ecco le più notevoli. 

L'art. V proposto dal Comitato diceva : 

* E costituita la Società italiana per il progresso delle acieme^ costituita in 

* corpo morale, con sede in Roma ,. 

* Essa ha per iscopo di contbibuire al progresso b alla diffusione delle 

* scienze pure e delle loro applicazioni, e di stabilire rapporti personali fra i cal- 
■ tori di esse ,. 

Alle parole sopra stampate in maiuscoletto furono sostituite le altre * pro- 
muovere IL PROGRESSO LA COORDINAZIONE B LA DIFFUSIONE. 

L'art. 3 stabiliva la divisione della Società in Sezioni, secondo i vari rami dì 
scienze ; fu invece votata la divisione in classi generali e la suddivisione di queste 
in sezioni. 

L*art. 6 stabiliva in L. 5 la quota annua dei soci ; fu invece votata la quota 
di L. 10. 
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L'art. 7 stabiliva che il presidente ed i vicepresidenti stessero in carica 1 anno 
e non potessero essere rieletti senza interruzione ; e il segretario e il vicesegre- 
tario stessero in carica 3 anni. 

Fu invece votato che il Presidente e i vicepresidenti stiano in carica 2 anni 
il segretario e il vicesegretario 4. 

« 

* 

Pure a sezioni riunite furono tenute tre conferenze nell'Aula Magna dell'Uni- 
versità nel seguente ordine: 

Martedì 24 a ore 17. 
Prof. GiAOOiro Giamician: La chimica organica negli organismi. 

Giovedì 26 a ore 17. 
Prof. Pio FoÀ: StiH significato biologico dei tumori. 

Venerdì 27 a ore 17. 
Prof. Maffbo Pantaleoni : QuaranVanni di studi economici. 

Tutte e tre furono pregevolissime ; la prima sopratutto, per l'affinità delle ma- 
terie» interessò specialmente i cultori delle scienze esatte. 

Con parola facile ed elegante l'illustre oratore incatenò per più d'un'ora l'at- 
tenzione del numeroso e scelto uditorio, esponendo lo stato attuale delle ricerche 
dei chimici sulla sintesi delle sostanze organiche; enumerò rapidamente le princi- 
pali conquiste già conseguite in questo campo e quelle che si possono sperare rea- 
lizzabili in un avvenire più o meno prossimo, e mostrò che, mentre si è ritenuto 
in passato che le sostanze organiche non si possono ottenere che negli organismi 
viventi, recenti esperienze provano che certi composti che si trovano negli orga- 
nismi si possono anche produrre artificialmente fuori di essi. È vero che i corpi 
organici di cui si è ottenuta la sintesi richiedono i grandi mezzi, le grosse arti- 
glierie della chimica, mentre la natura li ottiene con mezzi molto semplici; ma 
ciò non toglie che resultati notevoli sieno stati raggiunti ed altri siano prossimi 
a raggiungersi. Ammesso però, il che è ancora assai lontano, che si potesse giun- 
gere a costruire artificialmente tutti i composti organici, non sarebbe risoluto per 
nulla il problema della vita vegetale e animale. 



« * 



Il Congresso si divise in 14 sezioni come segue : 

Sbzione I. — Matematicttf Astronomia, Geodesia. 

II. — Fisica^ Fisica terrestre^ Meteorologia. 

III. — Meccanica ed ingegneria^ Elettrotecnica. 

IV. — Chimica ed applicazioni, 
V. — Agraria, 

VI. — Geografia. 
VII. — Mineralogia, Geologia, Paleontologia. 
Vllf. — Botanica. 
IX, — Zoologia ed Anatomia comparata. 
X. — Antropologia, Etnografia, Faletnografia. 
XI. — Anatomia e Istologia. 
XII. — Fisiologia e Farmacologia. 

XIII. — Patologia, Igiene, Batteriologia. 

XIV. — Statistica e scienze economiche. 
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Co D temporanea me II te a ve vii laoga la riunione della SoetHà fihs&fica, dtgli 
E$tvcenii Ì6 Officine elettriche^ della Att^ùcìtìzione etettrùtecttit'a italiana. 

Non è questa la sede opporUina per rendere conto ée\ lavoro di tutto queMe 
Bézioni; ma non dìspìacerk ai nostri lettori avere qualche notizia aoin maria ani 
lavora compiuto nelle prime tre sezioni. 



Seziokb I. 



Martedì 24 a ore I^ ebbe luogo la prima eeduta, cho fu aperta dal prof. Mt- 
CBBLK Dw, Frànohis, presidente del Comitato t»eziatiale locale. IL senatóre Valek- 
Tiwo Ckuruti ìoase la tsonfeieiiza inaugurale dui titolo * Le matenmiiche pure e 
miste net precede n ti Congressi della Socìi^tà Ualianu per il pt'ogrtsso delle scienze ,, 

La dottìssinìa conferenza storica int^e in luce lavori, alcuni dei quali dimeu^ 
iieati interamente o quasi^ e dimostrò che Topera dei matematici italiani della 
prima metà del secolo scorso ha un'importanza smperiore a quella che ai crede 
dai pm. — Alta fine l'illustre conferenziere fu vivamente applaudito. 

Fu poi deliberato l'invio di aIcutiì telegrammi, e per acclamazione fu eletto 
Fresìidente della sezione il prof. CsBRcn, al quale fu deferita la nomma del ¥iee^ 
prefìidente e del Secretarlo. 

Il prof. Cerruti assunse iminedintamente la Presidenza» nominando Vice*preùì- 
dente il seuator D'Oviùio e segretari i prof. D£'FKà3fCEia e AitAXDr. 

Infine il prof. FiEai lesse una comuuìcazioue del prof Laxiewwlla, aateiite^ 
aul tema * Lt equtizi&ni fnnzionàìi «. 

11 25 ebbero luogo due sedute a ore 9 e ad ore 14 '/^ sotto la presidenza del 
senatore d^Ovidio. 

Nella prima Ìl pi'of, FtJBTNi lesse una comunicazione ^ Intùrno ai fÉcenlì me- 
todi nelln rt^olmìotte de! probietnu di DirichJet ,. Quindi i tougrÉssiati gì uitirouo 
ai col leghi della li seziotìe per ai^^istere ad una comunicazione del prof Levi 
Civita. 

Nella seduta pomeridiana furono lette le seguenti coni unicazi qui: 
BuRGATTi : StdU equazioni di^eremsialì. 
Tbdone ; Sulle equa zumi dtlin fìiiit:a matevìaiiea, 
Amali>i ; Intorno atfli ultimi risulìitti nella ttoriti dei gruppi dì treiàfi^tmoì^nL 

I conferenzieri dettero conto dello stato Rituale della aciunza stigli argdmeati 
trattati da ciascuno di osai e del loro contributo personale ai medesimi. 

II 27 fnrouo tenute due cedute, presiedute dal seuatore D'Ovibio. La seduta 
antimeridiana fu consacrata airimportanto relaziono del prof, SoMitìLiÀXÀ ' Stdla 
preparazione matematieti de^U olliei^f ingegneri ^. nei la quale fu afferniata la ne- 
cessità dì limitare l' insegnamento matenratiuo per gli allievi ingegneri e dare ad 
esso un indirizzo pìii pratico. La relazione dette origine ad una importantissima 
discusaioue, alla quale presero parie molti degli intervenuti, fra i quali il prò* 
fessor Giuseppe Pesci, il quale osservo come parecchie delle riforme proposte sono 
già state attuate da una diecina d'anni nella R, Accademia navale con buoni ri- 
sultati. Dopo di che fu nominata una commissione composta dei professori Vero- 
nese, Castel nuovo, Grasai e Som ig liana incaricata di riassumere le idee emerse 
dalla discussione iu un ordine del giorno da votarsi nella seduta pomeridiana. 

Infatti in questa seduta, dopo che il prof. Bortolotti ebbe parlato * Sidla ri' 
stampa delle opere tnatf^mutithe e dd mirteggio di K li affi ni ,, fu votato il »ttd- 
detto ordine del giorno con cui si espriuìono i seguenti voti. 

1. I corsi fondamentali di matematica siatio tre : uno biennale di analisi, uno 
annuale di geometria analitica ed uno annuale di geometrìa descrittiva cou ap- 
plicazioni i 

2. Il corso dì meccanica razionale venga svolta nel secondo anno; 

3. 11 corso dì geort*?sia teoretica non aìa obbligatorio per gli allievi ingégnen; 
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4. L' inaegnanidntó della fisica 8ia impartito nel secondo anno con i sussidi 
del calcolo e della meccanica razionale e coordinato con quelli successivi delle sue 
applicazioni tecniche, svolte in guisa da evitare ripetizioni e lacune. 

5. Ciascun corso venga sussidiato da esercitazioni pratiche di calcolo, labo- 
ratorio e disegno, diretto, dove gli allievi sono numerosi, da un numero di assi- 
stenti proporzionale al numero degli allievi. 

Infine il prof. Vailati intrattenne l'assemblea * SulV insegnamento della Ma* 
tematica nelle scuole secondarie ,. Di questo importante argomento riparleremo più 
a lungo nel prossimo numero. 



Sezione II. 

Il giorno 24 a ore 15 dopo brevi parole di saluto e di ringraziamento dei- 
Ton. Cardani, si iniziarono i lavori della sezione con una splendida conferenza del 
sonatole Augusto Righi sulle " Vedute moderne intorno alla costituzione della ma- 
teria ,. In essa 1* illustre oratore fece una dotta e geniale esposizione relativa ai 
fenomeni della ionizzazione dei gaz, ai raggi-canali, e ad alcune recenti esperienze 
sulla trasformazione di elementi chimici e mostrò l'analogia fra i fenomeni della 
ionizzazione dei gaz e quelli dei colloidi e dei cristalli fluidi. 

Fu quindi eletto per acclamazione il senatore Righi presidente della sezione e 
su proposta di lui furono nominati il prof. Sella Vice-presidente e 1 professori 
Amaduzzi, Blanc, Bartorblli ed Ukani segretari. 

Infine il prof. Maiorana tenue una conferenza sperimentale '^ Sullo stato at- 
tuale della telefonia sema fili , mostrando gli effetti delle correnti di Pulsen in- 
teressanti tanto scientificamente quanto per le applicazioni, ed esponendo in par- 
ticolare le sue ricerche sull'argomento. 

La mattina del 25 sotto la presidenza del senatore Righi, si aprì la seconda 
seduta con la interessante conferenza del prof. Tullio Lbvi Civita * Stdla massa 
elettromagnetica , alla quale assistevano anche gl'inscritti aliai sezione, come fu 
già detto. 

Quindi il prof. Puccianti, dopo avere accennato ad alcune sue esperienze sui 
cristalli fluidi, fece il suo rapporto sulla * Spettroscopia , e più specialmente sugli 
spettri di righe. — Egli fece un riassunto di quanto si conosce sulla regolarità 
degli spettri, sulle proprietà caratteristiche delle righe; sulla molteplicità spet- 
trale, concludendo che questa è da attribuirsi a una variazione di costituzione ; 
sai vibratori, mostrando che essi, in armonia con recenti esperienze, sono gl'ioni 
positivi.. 

Infine il prof. Bruni parlò " Sui limiti dei rari stati d*aggregazione e special- 
mente dello stato solido „ in presenza delle sezioni riunite di fisica, chimica e di 
mineralogia. 

Questa conferenza fu corredata da proiezioni coll'apparecchio microcinemato- 
grafico di Siedentopf e Sommerfeldt. Tali proiezioni erano una novità perchè solo 
pochi giorni prima gli autori le avevano presentate al Congresso di Dresda. 

Il 26 a ore 17 ebbe luogo la terza seduta sotto la presidenza del senatore 
Righi. In essa il prof. Rossi fece una comunicazione sopra " Un rivelatore di onde 
elettriche «, il prof. Pochettino intrattenne i soci con un rapporto * Sulle onde e 
Sesse „ ed il prof* Platania parlò delle Sesse marine. 

Infine, su pi-pposta del prof. Chistoni, si espresse il voto che le ossa di Ma- 
cedonio Melloni vengano più gelosamente custodite e possibilmente trasferite a 
Parma. 

Il 27 furono tenute due sedute. In quella antimeridiana, presieduta prima dal 
prof. Sella poi dal prof. Chistoni, il prof. Lo Surdo lesse una comunicazione 
sulla * Radiazione notturna „, • descrivendo un suo apparecchio, e riferendo vari 
resultati. Si ebbe una breve discussione poiché il prof. Puccianti, dopo avere ricono- 
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flciuto rhiteì6BB« éeUvk comunicazione e i pregi dell^appftrecchìo pre«entAto dal 
Lo StirdOf fece delle critiche d' indole genm&le bi metodi con cui si fiiudìaao h 
rtidì azioni tiotturtio. — Il prof. Mahcolonoo fece un iatereasantisaimo suTito atorico 
delle teorie deU'elaaticltk^ mettendo in rilievo rìmportnuza dei lavori di Betti 
e Voi te ir». 

La f^ediita pomeridtnnHj presiedutn prima dal prof. Sslla poi dal prof. Righi, 
Bi apri uol rapporto del prof. G abbasso aul ' Miraggio r* "^^ quale egli ind use 
le Annunciate comunicnzioni del prof. Rolla {Uh Uorema HuiVùttica dti mezzi non 
ùtnogenti attit^i} e dì (jarba&mo e Fcutm \Rit:trche BHÌl'ottùa dei utezzi non omo- 
genei « uoti isotropi). La esposizione di indole matematica contiene una teoria 
assai pui completa o perfetta delle antf!cedeuti su questo interusaaute fenomeue, 
e SI chiuse culla dimostrazione dei vari tipi di miraggio ottenuti artificinlmente 
mediante stt'ati sovrapposti di liquidi di vario indice e miscibili tra loro. 

L'ing. Manc(M« mostrò alcune fotografio a colori ottenute col processo Ln- 
intere, dopo avere dato au questo ì necessari schiarimenti. — Il professor Hi^bì 
proiettù una fotografìa, cbe mostrò l'effetto Duppler nei raggi canali^ in retaztone 
a quanto aveva esposto nella sua conferenza inaugurale. 

Stante Torà tarda si d^tta per letto il rapporto del dott. Blanc sulla ^ Mn- 
dioatthiià , ed il presidente dicbinrò chinai j lavori della Sezione. 



Seziokk IIL 



lì giorno 24 a ore 13, Tlug, Italo PsLLKftt Presidente del Comitato sezionale 
locale, e rappresentante ufilciala del Mlni^'utero dei lavori pubblici al Congresso, 
inauguro i lavori della sezione con un baluio augurale ai presenti ed al Presi- 
dente del Comitato sezionale centrale senatore Colombo; dopo di che il coinm. Ascoli 
le^e uu dotto diacorso. 

11 giorno 2:i a ore 9,30, apertasi la seduta sotto la presidenza dolT ing. Pel- 
L€n[, fu costituito l'ufficio di presidenza^ nominando Presidente Tiu^, Luigi Luidqi, 
Segretari gl'iiiiu^, Luioi Menozzi^ Alfredo Provinciali, 

11 cav. Luiggi assunse la presidenza, ringraziò gli ordinatori del Cougres^, 
Buuuncìò le importanti comunicazioni degl' ingegneri Sassi, Oa^rn e Conti: fece una 
rapida esposizione dei pia moderni mezzi di comunicazione, e salutando i con- 
gressisti, dette la paiola airiiig. Sassi che svolse la sua conff^renza sulla *^ Na- 
pigtizioite fiìivìtile ^ facendo cenno di un progetto ideato dall' ing. Grassi, capo del- 
l'ufficio del j>3^enio civile di Phrma per un cnimltì navigabile da f^irma al Po. 

Su proposta del T ing:. Amoretti fu deliberato che la conferenza delT iug. SasST, 
oltre che negli .•Vttì della Società, sia stampata in opuscoli da difTon dorsi nella 
provincia di Parma. 

La seduta sì chiuse con P interessante comunicazione dell' ing. Grbppi sulle 
" Rtctnii titifjliori^ nel ìnaterìnU voi nh il e deiU ferropte itnliatte ^. 

La seconda seduta, sotto la presidenza del T ing. Poi le ri fu t«^niita Ìl 26 a ore 17 
e fu destinata alla lettura del cav. Luiggi sopra * I liivoiù murìilimi ni ^trintiyitt 
dA jftìtolfì XX ^. L'importanza dell'argomento e la speciale competenza in ma- 
teria dell' illuì^tre conferenziere avevano richiamato neiraula numerosi cougressìstì 
anche di altro inazioni, i quali tutti applaudirono vivamente Turatore. 

Ora €he i nostri porti si mostrano insufficienti agli scambi accresciuti in modo 
meraviglioso, e che il parlamento ha votato la cospicua somma di 130 milLonì p&r 
il miglioramento ed ampliamento dei medesimi, la conferenza del Luiggi è della 
ma^^ima importanza ed attualità. 

Il getierale IJiooTri, Papostnlo delia navigazione ìuterna, richiamando le con^ 
ferenze de^r jngegnei i Sa^st, Greppi e Luiggi, propose che nei prossimi congressi 
una speciale sezione abbia ad occuparsi del problema generale dei trasporti. 
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Il cav. Luìggi, come membro del comitato centrale del congresso, promise di 
presentare ed appoggiare presso il comitato .stesso il voto del generale Bigotti. 

Dopo di che il Presidente dichiarò chiusi i lavori della Sezione. 

Il giorno successivo 27 i congressisti della III Sezione, in unione ad alcuni 
delle altre sezioni, si recarono a Piacenza per ammirare il grandioso ponte sul Po, 
che si sta costruendo dalle provincie di Piacenza e Milano. 

Un treno speciale composto di materiale tutto nuovo, messo a disposizione 
dalla direzione delle ferrovie, trasportò i congressisti mostrando il tipo unico che 
sarà adottato dalle ferrovie italiane per i treni diretti. — Una delle maggiori at- 
trattive della gita fu il carro dinamometrico (runico che esista in Italia), nel quale 
si trovano ingegnosi ed eleganti apparecchi che registrano automaticamente, per 
mezzo di diagrammi, la velocità del treno in ogni istante, il lavoro consumato, ecc., 
sia nella trazione a vapore sia in quella elettrica; e tutto ciò che interessa in 
pratica di conoscere sul funzionamento del freno. L'egregio ing. Greppi spiegò 
agl'intervenuti il funzionamento di detti apparecchi. 

Particolare, degno di nota, il treno raggiunse la velocità di 120 km. all'ora, 
e anche nelle vetture iu coda al treno non si sentivano scosse né oscillazioni. 

Le officine di Savigliano, fornitrici del materiale per il ponte, offrirono un ban- 
chetto ai congressisti. Tutte le autorità di Piacenza accolsero festosamente i con- 
gressisti e fecero a gara per rendere loro piacevoli le ore da essi passate a Piacenza. 

He * 

Il Congresso si chiuse colla votazione per il Consiglio direttivo della Società, 
che dettjd i seguenti risultati : Presidente il prof, senatore Vito Volterra; Vice-pre- 
sidenti il prof, senat. Camillo Golgi e prof. Giacomo Cìamician ; Segretario il 
prof. Alfonso Sella; Vice-segretario il prof. Pasquale Baccarini ; Amministratore 
il comm. prof. Bonaldo Stringher. Furono eletti a costituire il Comitato scientifico, 
in anione ai presidenti delle diverse sezioni, i signori : Giacomo Vailati (professore 
di storia delle scienze esatte); Guido Castelnuovo (prof, di geometria nell'Uni- 
versità di Roma), Ferdinando Lori (prof, di elettrotecnica a Parma), Filippo Bottazzi 
(prof, di fisiologia a Napoli), Vincenzo Tangorra (prof, di scienza delle finanze 
a Pisa), Gino Galeotti (prof. nell'Università di Napoli), Umberto Ricci (redattore 
del Giornale degli econoinisii), Ernesto Lugaro (prof, di psichiatria a Messina). 

In fine fu proclamata Firenze per sede del secondo Congresso, che sarà te- 
nuto nel 1908. G. L. 



RISOLUZIONI DELLE PSTll 729 e 730 



T80» La tangente in ttn punto M d'una curva piana (C) incontra l'asse Oy 
in T e la nói^male incontra Vasse Ox in N. Determinare la curva (C), sapendo che 
il baricentro B del triangolo MNT descrive una retta Ob. 



J. Rose. 



Risoluzione del sig. De Boi, R. Accademia Navale. 



^-'-^^^ 



•a:) 



dx 



-^-y^-^^^-'^ 
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le equazioni riapettivameote della tangente e della Dormala nel punto M{xj y) éeìh 
curva ricbiesta (C)^ ai hanno per gli altri panti della figura le seguenti coordinate 

t(o . ,-A.) 

Indicanda COD m il coefficiente angolare della retta 06 ai ha 
?,-*. = . (2. + ^,). 

Questa è l'equazione dìffereuzlale della curva luogo di M, e ei può apcbe 
porre aetto la forma 

2 iy — lii^] rfx ^ (a? -h tny] dy. 

Questa, aiaendo omogenea» slntegra ponendo y = * jj e quindi d^ ^ Mth! -j- ^d^ 

Si ha così 

d^ ^ [nit 4- 1) tfz 



Posto a = yi -^ 8»»^ ai ha 



= 0. 



fili + 1 



a + S 



a^ 3 



2m 



fli5^> — ^ -I- 2w 2a " 'Imz — (m 4- 1) ^ 2flt ' Imz + (a — 1) ' 

e perciò, integi*ando requasione precedente, &i trova 

lo^ + ~^ ***^ {^"'* - (ot + 1)1 4- ^^ log {^mz + (a — lì} = bgc , 
d& ctii| ponendo -=— &1 posto di Zj si ha 

(2tiry — (-i + 1) jr}*'+= . (2my + (a — 1) x}'*-^ = c*«» 
Altr« rlaeluzionl dei sjgg. Scalabrtni, R, U. di Pavia e Vacchi, R. U. dJ Bologaa. 

Tr3€J» Siano (C) umt curva pianai P la proiezwnt deì punto M d£lla rwrFo 
suH'iisae delle x, T il ptfnio d'incontro delia tangente in M t^oirasae Oj, TQ la pet-pefi- 
tlicoìore ad OM, Ihtermìtmre In curra (C) tale che TQ pa»si per P. 

J. Robe. 

Risoluzione dei sjgg. De Bei, R. Accademia Navale, Scalatrini^ ft. U. di Pavia e 
Vacchì, R. U. dì Bologna. 

Essendo ^, ;y le coordinate di M» le coordinate degli altri punti della figura aono 
FU. 0) 
T(. , ,-g,). 

Perciò le equazioni delle rette OM, TP sono ri spetti va mente 

Y 



X X 






= 1, 



ed i loro coefficienti angolari sono 






y , ^y. 



^^ + 



dx * 




ovvero 
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Dovendo queste esser perpendicolari, si ha la condizione 

Questa è l'equazione differenziale della curva (C). 
Posto y = zx, Tequazione suddetta diviene 

dx 
-^-\-z dz==0, 

X 
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da cui 
od anche 



i-g^+Ì=o ' ^-«-f +6=^' 



2ar« 



'2x« 



-»3H^ 



QUISTIONI PROPOSTE 



738. V, Se i raggi dei circoli exinscritti di un triangolo sono in 
progressione aritmetica, la retta che congiunge il punto di Gergonne 
al baricentro è parallelo al lato medio. 

2^ Se i raggi dei circoli exinscritti sono in progressione geome- 
trica la retta che congiunge il centro del circolo inscritto al punto 
di Lemoine è parallela al lato medio. La retta che congiunge il punto 
di Nagel al punto di Oergonne è pure parallela al medesimo lato. 

3^. Se i raggi dei circoli exinscritti sono in proporzione armonica, 
i lati sono in progressione aritmetica, il baricentro, il centro del 
circolo inscritto ed il punto di Nagel sono sopra una retta parallela 
al lato medio. E. N. Barisien. 
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Laisant. — Iniziaziane alle matematiche. Traduzione di G. Lazzeri 
sulla seconda edfeione francese. Firenze, Barbèra. 

Nel n. V, anno XXI (marzo-aprile 1906) di questo Periodico abbiamo dato 
notizia di questa interessante operetta, che è stata accolta in modo oltremodo 
lusinghiero dal pubblico di Francia, tanto che in breve tempo è stata fatta una 
seconda edizione. 
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Fra pochi giorni coi tipi del Barbèra sarà pubblicata una traduzione italiana. 
Ecco la prefazione del traduttore: 

Le prefazioni alla 1* e alla 2* edizione di questo libretto spiegano così cbia- 
ramente quali sono gl'intendimenti che guidarono Tegregio autore nel comporlo, 
quale è lo scopo che egli si propose raggiungere, che non occorrono altre parole 
di commento. 

Il signor Laisant, ben noto agli studiosi di tutto il mondo per Tattività in- 
stancabile con la quale si occupa principalmente di questioni didattiche relative 
air insegnamento secondario e superiore del suo paese, per gì* importanti giornali 
scientifici che dirige brillantemente come le Nonreììen Aitunien de MnthémaUque, 
V Intermediai re des Mnthématicienn^ V Enneignemeut ìnnthenintìque (questi due ultimi 
fondati da lui), ha voluto per una volta uscire dal campo cui è solito dedicare 
le doti del suo ingegno, e dare agli educatori dell* infanzia, ai babbi e alle mamme 
che vogliono personalmente curare e. sorvegliare lo sviluppo intellettuale dei loro 
bambini, una guida per fare entrare nelle tenere menti una considerevole quan- 
tità di cognizioni matematiche, senza alcuno sforzo, sotto forma di giuochi di- 
lettevoli. 

Prima ancora che essi sappiano leggere, quasi senza che essi se ne accor- 
gano, ì bambini potranno essere condotti col metodo del Laisant, ad acuire le 
facoltà innate d'intuizione e di osservazione e ad arricchire le loro giovani menti 
di un corredo di cognizioni, che spianerà loro molto considerevolmente la via, 
quando comincerà per essi il periodo degli studi. 

L'egregio autore, rivolgendo il suo pensiero all' infanzia, è riuscito a farsi 
piccino piccino, a mettersi a livello dei suoi piccoli scolaretti; e dalla sua mente 
geniale è scaturita quest'operetta che sotto forma spigliata e divertente contiene 
tanta sapienza pedagogica, quanta raramente se ne trova nei grossi e pesanti 
trattati di pedagogia teoretica. 

La grandissima diffusione che il libro ha avuto in Francia in tempo brevis- 
simo (la 1* edizione comparve nel 1906) il lusinghiero giudizio che di esso è 
stato dato da innumerevoli giornali pedagogici e scientifici francesi e di altri 
paesi confermano V importanza educatrice del libro medesimo. 

La presente traduzione è stata fatta sulla 2* edizione francese (1907) e dif- 
ferisce da essa soltanto per alcune lievi modificazioni ed aggiunte, che non vale 
la pena di enumerare, e che furono in parte suggerite dall'autore, l'altre approvate 
ed autorizzate da esso. 

Mi auguro che tutti coloro che si dedicano all'educazione dell'infanzia, vorranno 
leggere quest'operetta e meditare su di essa. 

Se questa traduzione varrà a diffondere in Italia concetti e metodi educativi 
che io ritengo altamente commendevoli, mi compiacerò di avere in minima parte 
cooperato ad un'opera utilissima. 



S. Catania, — Aritmetica razionale pei Ginnasi Superiori, Seconda 
edizione completamente rifatta, corretìata dì molti esercizi con 
avviamento, Catania, Cav. N» Gian netta, 19IJS. 

1 . .. . • 

i li sorgere dt questa seconda edizione, è ìudizio slciuv» iM progresso deir fu- 

ll segnamento matematico nella noattre scuole medie. Ommni era tempo che seco* 

lari tautologie foasevo abbattute da un alito rigcuevatove, e uhe tiell' insegnamento 
secondano un^ccg avesse quel graude rigore che ingegni altissimi avevano dato 
ai prìncipi della Matematica, e, iu particolare, deirArittnetica G tonerai e. 
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Il prof. Catania si prefisse un nobile e non facile fine, quello precisamente di 
accoppiare a questo rigore una semplice e chiara esposizione, in modo da rendere 
facile ai giovanetti delle nostre scuole medie, lo studio delTAritmetica Razionale. 

Egli ha raggiunto il suo fine: sincere congratulazioni. 

Come l'A. dice, la sua è opera di lunghi e pazienti studi sulle oramai clas- 
siche opere del Pkano; ma Don si creda però che si tratti semplicemente di uua 
volgarizzazione, giacché l'A. ha assimilato i lavori di quell'insigne. 

Premessi brevissimi ma chiari e sufficienti concetti fondamentali di logica, si 
ammettono come idee primitive, i concetti di numero, di zero, e di successivo di un 
numero. Poscia su cinque proposizioni primitive, che in sostanza servono a definire 
i numeri, si alza in modo incrollabile tutto l'edifizio dell'Aritmetica Razionale. 

Moltissimi teoremi, particolarmente quelli riguardanti la somma, il prodotto 
e la potenza, son dimostrati col metodo d'induzione, e ciò ne facilita moltissimo 
lo studio, mentre nei soliti trattati una delle difficoltà che lo studente incontra, 
è precisamente la grande varietà di dimostrazioni. II m. e. m. e il M. C. D. son 
trattati in modo originale e forse più facile di come si fa ordinariamente. 

La teoria dei numeri primi è svolta come di solito. A proposito dirò che uno 
dei pregi dell'opera in esame, è di non mutare ciò che per rigore e semplicità, 
da tempo si trova in tutti i trattati del genere. 

Le frazioni son definite come l'operazione composta di una moltiplicazione e 
di una divisione, e poscia ne viene svolta la teoria con quella semplicità e con 
quel rigore che informano tutta l'opera. Segue la teoria delle proporzioni, e pochi 
elementi di calcolo letterale. 

Ottime le applicazioni alla teoria delle grandezze, le poche note storico-cri- 
tiche, e la scelta dei molti esercizi con avviamento. 

Come conferma del grande rigore col quale son trattate tutte le teorie, val- 
gano le due seguenti domande, che sarebbe impossibile rivolgere per la massima 
parte dei trattati del genere, perchè si risponderebbe dicendo che si tratta di cose 
evidenti (?!). 

1\ Che significato hanno le parole: * ... jter tutti i numeri a cominciare da k „ 
della riga 5* di pag. 8? S'intende considerate nel punto ove sono. 

2\ Perchè la classe No è rappresentata dagli individui 0, 1, 2, 3, 4, . . . (Vedi 
pag. 10, riga 8*)? Non può darsi che esistano altri numeri oltre di questi? 

AITA, certamente sarà molto facile rispondere, p. es. in una terza edizione 
che auguro prestissimo, ma io stimo che il farle è cosa assai naturale. 

Concludo dicendo che è un fatale pregiudizio il credere che un trattato debba 
certamente riuscire difficile ai nostri studenti, sol perchè v'è grande rigore, e di 
ciò parlo per esperienza. L'Aritmetica Razionale del prof. Catania non è certa- 
mente più difficile delle tante che corrono, anzi forse è più facile. 

G. Maklbtta. 



L'ASSOCIAZIONE MATHESIS 



Molti soci di questa Associazione e molti professori universitari, che avevano 
aderito alla Nuova Mathesis, riformata secondo le proposte accennate un anno fa 
in questo periodico (Anno XXII, n. 2, p. 76, sett.-ott. 1906) e annunziate ufficial- 
mente in un numero straordinario del bollettino pubblicato nello scorso aprile, mi 
hanno domandato per iscritto o verbalmente (in occasione del congresso di Parma) 
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perchè rAssociazione da lungo tempo non dà segui di vita, e principalroenU 
perchè la proposta suddetta non è stata neppure messa in votazione. 

A tutti rispondo pubblicando la seguente lettera, diretta al presidente dell'As- 
sociazione prof. Enrico De Amicis, preside del R. I. Tecnico di ForlL 



Caro De Amicis. 



Tremoloto, 5 Ottobre 1907. 



Il 28 settembre dello scorso anno, il Comitato dell'Associazione Mathesis adu- 
natosi a Bologna deliberò unanime di proporre ai soci una importante modifica- 
zióne dello statuto, intesa ad allargare le basi della Società, conservando inalterato 
il carattere eminentemente didattico della medesima; ed io pubblicai la notizia 
sommaria di questa deliberazione nel n. 2, anno XXII (sett.-ott. 1906), del mio 
Periodico di matematica. 

Nel mese di aprile è stato pubblicato un bollettino straordinario contenente 
l'annunzio ufficiale della propoeta modificazione di statuto, e dopo il Comitato non 
ha dato più alcun seguo di vita, e nemmeno ha pubblicato i resoconti delle dae 
annate 1905-06 e 1906-07. Evidentemente siamo fuori della legalità; eppure sai 
bene che non ti sono mancate da parte mia sollecitazioni perchè cessasse questo 
stato di apatia che uccide la Società. 

Non mi resta dunque che presentare le mie dimissioni (assolutamente irrevo- 
cabili) da membro del Comitato, non intendendo più oltre di avere una parte anche 
minima di responsabilità in uno stato di cose che deploro. 

G. Lazzbri. 

Per maggiori schiarimenti dirò che il prof. De Amicis ha dichiarato costan- 
temente che approvava e desiderava al pari di me di trasformare l'Associazione, 
in guisa che essa possa essere aperta a tutti i cultori della matematica, a qua- 
lunque grado d' insegnamento essi appartengano, conservandole però il suo carat- 
tere eminentente educativo e didattico; ma alle sollecitazioni mie e di altri perchè 
facesse fare la votazione sulla proposta riforma, secondo le norme stabilite dal 
vecchio statuto, si è limitato a rispondere che le sue occupazioni personali non 
gli avevano mai lasciato il tempo di farlo. 

Una tale ragione, accettabile per qualche settimana o per qualche mese non 
è più buona dopo oltre un anno ; e perciò mentre ho voluto pazientare fino ad 
ora, forse anche troppo, per amore di concordia, mi sono trovato nella necessità 
di dimettermi per lasciare la responsabilità soltanto a chi spetta. 

Ed ora che, tornato semplice socio, ho riacquistata la mia libertà d'azione, 
aggiungerò che molti colleghi, addolorati come me di vedere finire per consun- 
zione una società che ha pure avuto una vita florida e rigogliosa, ed ha reso utili 
servigi air insegnamento, desiderosi come me di farla risorgere, mi hanno rivolto 
varie proposte. 

Alcuni propongono di sciogliere la Società e di ricostituirla ex-novo. Qualcun 
altro vorrebbe che il Periodico di matematica s'incaricasse di fare le votazioni 
sulla riforma proposta. 

Tanto l'una quanto l'altra di queste proposte sono da considerarsi come ri- 
medi estremi ad un male estremo. Voglio sperare che questo pubblico sveglia- 
rino, pili energico degli altri, induca i membri del Comitato dell'Associazione an- 
cora in carica a fare sollecitamente ciò che devono, riguadagnando un pò* del 
tempo perduto, in guisa che senza scosse si possa effettuarne la trasformazione^ 
che speriamo debba dare nuovo vigore alla nostra Associazione. 

6. L AZZERI. 



Giulio Lazzeri — Direttore-responsabile 



Finito di stampare il 81 ottobre 1907 
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EPZIONI LE CUI RADICI SONO DISPONIBILI IN GRUPPI BINARI 

AYENTI PRODOTTO COSTANTE 



I. In questa nota vogliamo occuparci delle equazioni che godono 
della seguente proprietà: detta Xr una radice qualsivoglia, esiste un 
certo numero (o un'espressione algebrica) a tale che, posto 

XrXs = a, 
Xa sia pure radice. 

Cercheremo anzitutto le relazioni che debbono legare i coefficienti 
d'un'equnzione, affinchè essa sia del tipo in parola. 

Si abbia l'equazionu 

f (x) = acre» + aix^-' + a^x""-^ + . . . + an-i a? + a» = 0. (1) 

Affinchè quest'equazione sia del tipo sopra descritto, essa dovrà 
essere equivalente alla 

/(f)=o. m 

ossia alla 

9 (x) = aux"" + «n-i ax"*-* + On-i a V-' + . . . + aioJ'-^ x + aoa° = 0. (3) 
Acciocché le (1) e (3) siano equivalenti deve aversi 





«n-l 


«n-a 

«2 


a» = . 


queste 


si ricava 


che 






Oo 


fli 


02 



an 



^n-l ^n-2 



^1 



rtl 









w 



debbono essere tennini d'una progressione geometrica, di ragione a. 
Dalle (4) ricaviamo 



1 
a=(j^y-(r,«=0, 1, 2 n;r:^s). 



(5) 



Viceversa, se le <4) sono verificate, le (3), (1) sono equivalenti e le 
radici della (1) possono per conseguenza disporsi in gruppi binari 
aventi prodotto costante. Sicché potremo affermare quanto segue: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè le radici dell'equazione (1) 
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siano disponibili in gruppi binari aventi prodotto costante è che i quo- 
dienti : 

ap ai 0% ^n-l On 



On-i an-i 



Ol 



siano termini successivi d'una progressione geometrica. 
La sua ragione ha per espressione 

a=(^"ì^'(r.. = 0, 1,2 «;r + s). 

2. L'equazione data può uvei e per radici stempiici o multiple \% 
6 — \a, le quali aon le sole clie^ moltiplicate per ne stease, diano 
per prodotto a. Ne viene clie, li beni ia leq unzione da queste radici 
eventuali, sì otterrà certamente un'equazione a radici tutte distinte 
e del tipo in parola e, quindi, dì grado pari. 

Ne segue ancora die ogm equazione di questo tipo e di grado 
dispari ammette per radici ya e ^'Ja, l'una d'ordine pari, Tal tra 
d'ordine dispari (bì considera l'ordine come ordine pari). 

3, Consideriamo l'equazione di grado dispari 

del tipo considerato; si può porre 



.+ 



(6J 






( 






^ia+3 — 



e quindi 



aja+i 



^'^-- {8} 

Ciò postOf la (6) può scriversi 

ossia, tenendo presenti le (7), (8), 

4--+:-p)+..^(.^--+;p)+...+«»^-(«+^)=o.{9) 

che, manifestamente, è verificata per 

(10) 



a;=- 



<^ui-ht 



Potremo dunque affermare che 

Ogni equazione di grado disparif del tipo qui considerato , ammette 
come radice {d'ordine dispari) U quoziente dei due coefficienti piit di- 
stanti dagli estremi ed equidistanti dai medesirnij cgimlnato il segno. 

4. Consideriamo l'equazione di grado pari 

a^ + atx^^ + , . - + a^-i ^+' + a,.ar°^ + a^^.x"^-' + ,..+ 

-f <»8m-t a? + dft^ = 0, (II) 
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alia forma della quale può agevolmente ridursi ogni equazione del 
tipo considerato. Avremo 

-— = — - — a= - a =... = a =... = - a =- a . ilJj 
Dividiamo ambo i membri della (11) per a^; avremo 
(««a^+^j +(«x*-'-^+^)+...+(am-.*+^) +a» = 0, 

ossia, per le (12), 

^0 (x- + ^)+ «i(^"''+^)+. . .+«in-i (a:+ 1) + a» = 0. (13) 
Posto 

è noto che le somme 



^ + |=y. (U) 



sono esprimibili come funzioni di y dei gradi 2, 3, . . . , m, mediante 
la relazione ricorrente 

(^-^ + ^)(- + |) = (»'+l)+«(^-+S^«) (»- = 2. 3....), 
e si trova: 

a^ + ^ = y«_2«, 

a* 
a;"+^ = y' — 3ay, 



e così via. Talché potremo dire che la (11), giusta la (14), si riduce 
a un'equazione di grado m, del tipo 

9(S!) = ior + 6iy' + %"~* + ...+6m-iy + 6m = 0, (15) 

e che la possibilità di risolvere l'equazione (11) dipende dalla possi- 
bilità di risolvere quest'ultima equazione, in conclusione potremo 
affermare : 

Teorema. — La risoluzione d'un' equazione di grado pari, le cui 
radici si possmio disporre in gruppi binari di prodotto costante, può 
farsi dipendere dalla risoluzione d'un' equazione di grado metà. 

Caso particolare molto importante è quello delle equazioni auto^ 
reciproche] in esso si cade ponendo a = l. 

Altro caso particolare è fornito dalle equazioni le cui radici for- 
mano una progressione geometrica. (^) 



(1) Cfir. 0. Sahhla, Periodico di Matematica, Anno XXI, Fase. I. 
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5. Passiamo a considerare alcuni casi particolari. 
Consideriamo l'equazione di terzo grado 

f(x) = a^-\- ai3? + atx + a,= ; (16) 

condizione necessaria e sufficiente affinchè essa sia del tipo qui con- 
siderato, è che 

siano termini successivi d'una progressione geometrica, ossia che sia 
verificata la relazione 

a,^=^a,W (17) 

Allora la (16) è verificata per 

a» 
a?i = ; 

e le altre due radici x%, xz si possono trovare osservando che 



a?2 a?» = — jj , 



da cui 



ai' 



x% _ ch — ai± Vffi* - 3ft| — 2ai^ a^ 
Xb 2ai 

6. Consideriamo l'equazione di quarto grado 

f(x) = ic* + aix^ + a^x^ + asx + a* = 0. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè le sue radici siano 
scomponibili in gruppi binari aventi prodotto costante, è che 

1 «1 



(18) 



04, as 



, 1, 



siano termini successivi d'una progressione geometrica; ossia occorre 
e basta che sia verificata la relazione 



ai* a* = aa*. 



(19) 



La (18), dividendone ambo i membri per a?^ a causa della (19), diviene 

('■+^?)+-('+St)+«-=«. 



e, ponendo 
da cm 



, as 1 

X-] . — = y, 

' ai a? ^' 



(20) 






St 







l^tif4ft'iil»f-''< 9" 



- r m ^ Jjr^j^aj mJt9*M§% 
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2^ = 0, 
ai * 



* LO ^« 



ie in due equazioni 
lica forma 

Ì^a: + ^ = 0, 
aij ' ai • 

rere le radici dell 



7* + a4a?+aB = 0. 
ìnchè essa sia de 



geometrica; os 



quarto grad 



i-a.- + 



ono alcu 
nuovo n\ 



1 
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(27) 



Dimostreremo il seguente 

Teorema, — Ogni equazione di i^ grado si può trasformare in una 
equazione, pure di # grado, e tale che le sue radici siatio disponibili 
in gruppi binari apenti prodotto cosiantef risolvendo un'equazione di 
B^ grado. 

Sia data l'equazione 

A^) = j?* + P^ + ?x" + rx + 5 = 0. (25) 

Foniamo la trasformazione 

allora la (25) diviene 

Affinchè quest'ultima equazione abbia le sue radici disponibili ia 
gruppi binari aventi prodotto costante, è necessario e sufficiente che 
sìa (u, 6} 

fi^)if^J = {f'{^))'- (28) 

Essendo, com'è ben noto, 

la (28) prende la forma 

[p(p"-4g) + 8r]^ + [g(p*"4g) + 2pr + lfo];E' + 

+ [r (p" ^ 4g) + 8ps] z + ph^r' = Oi (28)^ 

resta cosi pienamente dimostrato il teorema enunciato. 
Detta dunque a una radice della (23)' l'equazione 

alta quale si trasforma la (25) mediante la posizione 

as = y + a, (80) 

appartiene al tipo considerato nei iiumei'i precedenti, epperb si scinde 
facilmente in due di 2* grado (n. 6). 



Posto 



la (29) diviene 



ff + 



fM 






i=., 






a! 



31 



(31) 



(32) 



da cui 



ovvero 
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'=n-'-^^mh^m-M 
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3! 



,.1 [_,,+„, yal^l-i^]. 

Dunque, per la (31), la (29) diviene: 

Si ha dunque il seguente 

Teorema. — Essendo Xi , Xa , Xs , X4 le radici delV equazione (25) di 
quarto grado, yi , y» , yg , y4 le radici delle equazioni (33) e a una ra- 
dice dell'equazione cubica (28)\ si ha 

art = a + ya , 

Corollario. — Essendo Xi , Xt , Xs , x^ ie radici dell'equazione 
f{x)=x' + px' + qx + r^O, 
yi > 72 , ys , y4 le radici delle equazioni 

e a una radice dell'equazione 

8g«» + 4(4r — p')^» — 4p3;e — ^' = 0, 

9. Come applicazione risolviamo l'equazione numerica 

f{x) = x' + x' + x^ + x + ì2 = 0. (34) 

Formiamo la risolvente 

ossia 

5^» + 191^« + 92^ + 1 1 = , (35) 

la quale è verificata per 



si ha 



z=- 



5 * 



Perciò poniamo la trasformazione 

x = y- 



5 ' 
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allora la (34) si riduce a 

... 1 . . 16 , . 86 .7396 . 
!^ + -5-S^+25'' +T25^ + -625- = ^' 

la quale può scrìversi 



(36) 



ossia, posto 



da cui 



('''+Ì'-^) + (^+Sy) 



+ -^^ = 



86 1 



(87) 



12 



13 



o ■ - 6 * 

Perciò dalla (37) si ricava che la (36) si scinde nelle due seguenti: 
25/— 60y + 86 = 0; 25y' + 65y + 86 = 0, 



da cui 






sicché 


t.-r^'^' 


y,— 10* 2 ' *^' 


» 


• ';-i*'t5; 


X, 2 * 2 'l^'- 

II. Tercellin 



SOLOZiiI INME DlìLL'If .IZiOW mmU 

e applicazione alla dimostrazione di alcuni tecremi della teorìa dei numeri 



Nella Memoria bibUografica suU'nlthno teorema di Fermai del 
prof, Gameiou (*) si trova qnestu teorema: 

Per risolvere in numeri interi l' equazione x^ -\- y^ ^ z^ la condizioni 
necessaria e sufficimite è che sia 

dove u e Y sona interi e w^ ^ 2uv. 



(0 Cfr. il fjuckolo lYp aeiranna XYl di qataio pÉri^tii^t. 
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Io mi propongo in questa breve Nota di giungere allo stesso ri- 
sultato per altra via, precisando' inoltre quale è la forma dei nu- 
meri u e v: cioè dimostrerò che essendo p e P numeri dispari primi 
fra loro e K! un intero qualunque deve essere 






I. Prendo dunque a considerare l'equazione 

x' + y» = «>. (1) 

È lecito manifestamente supporre x,y,z primi fra loro due a due 
e di pili x<y<z: di modo che essendo a e 6 dei numeri interi e 
positivi sarà y = x-r-a e z = x-\'a-\-b. Con ciò la (1) diviene 

x'-\-{x+ay = {x + a + b)^ (1)' 

da cui 

x' = 2{x + a).b + b\ (2) 

Risulta di qui che se non è ò = l ogni fattore primo di 6 lo è 
anche di x, e inoltre che x e b sono contemporaneamente pari o di- 
spari. Posto dapprima 

a; = 2-.ari , b = 2'.bi, 
dove Xi e bi sono dispari la (2) diviene 

2«- . a-i« = (2'xi + a) . 2'+^ . bt + 2*^ . b,; (2)' 

ora poiché x è primo con x-^-a e cioè con a, sarà a dispari; epperò se 
è *•>! perla possibilità della (2)' si richiede 25 = r + l: infatti, se 
così non fosse, dividendo ambo i membri della (2)' per quella potenza 
di 2 che ha per esponente il minore dei due numeri 2^ ed r 4~ 1 si otter- 
rebbe una eguaglianza fra due interi uno dei quali soltanto sarebbe 
pari. Invece se è r = l la (2)' fa vedere che « può essere qualunque. 
Inoltre essendo q un fattore primo dispari di i, pongasi 

x = q^X9 , b = q''.bt, 

dove ne x^ ne &« è divisibile per q: sostituendo, la (2) diviene 

gV .xj' = 2 iqf" Xi + a).q^ .bt + q^ . 6,» , 

e quindi si vede che, poiché a non è divisibile per g, perchè è primo 
con X, deve essere v = 2|i. Lo stesso potendosi ripetere per ogni fat- 
tore primo dispari di b, si conclude che, se p è il prodotto di tutti 
i fattori primi dispari (ugnali o no) che entrano in x e che sono comuni 
a i, per x e b possono darsi i tre casi seguenti: 

V x = pE, b=p^ 

2^ a: = 2-p5 6 = 2*"-*p* 

3^ a; = 2«p5 6 = 2p» 
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dove in ogni casa p e ^ sono dispari e primi fra loro: di più non 

è escluso che sìa p'=i. Osservo ancora che tanto nel secondo che nel 
terzo caso è 5 ^ l. 

Dalla (ly 81 deduce ancora 

{a? + a)* = 2x (a + 6) + (a + h)' (8) 

dalla quale si scorge che ogni fattore primo di a-\-b Io h anche 
di ji? + '' ^ che :r + a e a+^ sono coiiteiTiporaneanieTite o pari 
dispari. Ripetendo allora sulla (3) le stesse considerazioni che prima 
si son fatte 3ul!a (2) (basta a tal fine notare che la (3) è ottenuU 
dalla (2) mettendo al posto di x^ x-\-a e h risp, x~\*a, x e a'\'h) 
si concluderà che per aj-j^a e a-\-b possono presantai^si ì tre casi 
seguenti : 

dove in ogni caso P e 73 sono di§pat'i e primi fra loro e {nel 2° e 3*) 
è ^ ^ 1. 

Quindi, riassumendo e tenendo presente che w e x-^-a sono (come 
è sempre lecito supporre) primi fra loro, l'equazione (I)' [ossia la (1)] 
potrà essere veritìcata solo nei casi seguenti: 



L 



{,- 



„.{ 



III. 



IV. 



'■{ 



a? + a^= Pt] 
X =^p^ 

X + a = 2''Pi] 

x = p^ 
x-^a^ 2*Pi] 

X = ì^p^ 
a- + a = Pi) 
x = 2^pÌQ 



b=p' 

a-^b=^F* 

a + 6=2^-*P* 

b=-p^ 
a + fc = 2P* 

b = 2^-Y 
b^2p^ 



In ognuno di questi casi i quattro numeri p, P, E, ig, sono dispari 
e primi fra loro due a due. 

Passerò ora a di^sciitere ciascuno di questi cinque casi, 
2. Considero il primo caso e cioè 

x = pl, x + a = PT), b^=p\ a + b = l^\ ^H-a + 6-=pE + Pl 

Dalla identità 

a? -h a ^ ;r + (a + 6) — 6 
sì deduce 

^ + a = Pr^-^? + P'-p-, 

onde la (1)' diviene 
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da cui sviluppando 
ossia 



si deduce 
epperò 



da cui 
ossia 



(5-p)* = 2P», 

relazione assurda, non essendo 2 un quadrato perfetto. 
Dunque il caso I non può assolutamente verificarsi. 

3. Nel secondo caso cioè 

a: = p?, ar+a = 2"PT), 6 = p*, a + i = 2»-*P 

dalla identità di prima 

x-\-a^=x + (a-^b) — b 

« + a = 2'P»] = p5 + 2»-'P« — p* , 

x + a + 6 = P^ + 2--^P*. 
Con ciò l'equazione (1)' è 

pV + (pS + 2--'P» - pV = {pl + 2— P»)' , 
f-2(p$ + 2--*P') + p« = 0, 

(|-p)* = 2«'P'; 

e poiché è ^ > p (cioè x>b) 

^-p = 2'P, 
e infine 

g==p + 2-P. 
Dunque si ha 

Viceversa è facile verificare che ogni terna siffatta di numeri 
soddisfa all'equazione (1)'. 

4. Il terzo caso rientra nel precedente. Infatti per essere 

x = pl, rr + a = 2-PTj, b = p\ a + 6 = 2P", 
si ottiene dalla solita identità 

x + « = 2»Pt]=p? + 2P« — p« 

x + a + b=p^ + 2P\ 
Quindi l'equazione (1)' diventa 

P*V + (P? + 2P' -p')' = (pi + 2P«)« 

e di qui come prima 

(^-p)« = 2'P» 

^=p + 2P. 

Si ottiene cioè la terna di numeri trovata nel caso precedente colla 
particolarità di 5 = 1. 






mmrt^ 



81 ricava 
e 



da cui 
ossia 
e ancora 
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5. Prendo ora a considerare il caso IV, cioè 

Dalla identità 

a? + « = ^ + (« + *) — i 

x + a = P^ = 2*pg + P" — 2*-V 
a. + a + i = 2«pg + P«. 
L'equazione (1)' assume la forma 

(2«pS)' + (2'p? + P" - 2«-y r = (2'p5 + P V , 

2««f — 2»« (2-p5 + P*) + 2^- V = , 

^ — 2. 2-*p . l + 2*^-'>p" = P% 

(;-2-W=H'; 
infine, per essere 5 > 2*~'p (perchè è x>b) 

5 = 2-V + P. 
Quindi si ottiene 

a?=2*-y+2-Pp, a:+a=P»+2''Pp, a?+a+6=2«-y+P«+2'Pp. 

Viceversa si verifica subito che ogni terna di numeri siffatta sod- 
disfa all'equazione (1)'. 

6. Quanto al V caso, per la simmetria che esso presenta col III, 
si vedrà subito che esso rientra nel precedente, come il III caso 
rientra nel II, che si può considerare simmetrico al IV caso ora di- 
scusso. 

Quindi riassumendo si f>uò dire che Tequazioiie (1)' e soddisfatta 
soltanto 1161 due casi seguenti: 

r :r=p'+2Tp, ^+«^2^-T='+2-Fp, ^+a-h6=-p'+2'*-T*+2*Pi) 
2' ^.^2''-y-i-24>, a+a=F*+2'l>, 2:+a+fe=2^-y+P'+2'*Pp 

a ancora osservando hi si mm et ria di queste t^spressioni per i tre nu- 
meri X, X -[- a e X -\- a -}- b i^ì voiie che qtJesti due casi ai riducono a 
uno solo. Di moJo che si può roucliideii.i col teorema seguente: 

contiizione fìecessaria e suffiriente perchè Ire numeri hìteri x, y e z 
soddiafino alla relazione pitugorìca 

è che si ahbia (x^y) 

:r = (p' + 2'^Pp).K, y = (2"'-T'4-2'Pp). K e 

^ = (p* + 2^=^4>^ + 2«Pp),K 

dom p € F sono numeri primi fra loro e d Lipari ^ K è un intera qua~ 

lungne erf s S !• 
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7. Dalla condizione necessaria e sufficiente ora trovata per la pos- 
sibilità in numeri interi dell'equazione pitagorica risulta subito una 
facile dimostrazione del teorema seguente dovuto a Legendre (^) 

la somma delle quarte potenze di due numeri interi non nulli non 
può essere un quadrato perfetto. 

Infatti l'equazione 

a:* + / = 2- (4) 

si può scrivere anche così 

Onde si vede che, affinchè la (4) sia soddisfatta, è necessario che 
a?', y^ e z sia tre numeri interi pei quali è verificata l'equazione pi- 
tagorica; dunque in conseguenza di quanto sopra è stato dimostrato, 
potendosi supporre x' e y^ primi fra loro, stira 

a;« = p« + 2-Pp, y« = 2*»-*P* + 2«Pi}, e ;^ = p« + 2*-T* + 2-Pp, 

dove p e P sono numeri dispari e primi fra loro»' Ossia si potrà 
scrivere 

x^ = p{p^ 2-P) e y* = 2«P (2"-*P + p) ; 

donde si scorge che, essendo p primo con p + 2*P e 2*P primo con 
2^T + p, i quattro numeri p, 2"P, p + 2«P e p + 2 ^-T dev ono es- 
sere tutti dei quadrati perfetti e cioè: \p y2*P e Vp + 2"P devono 
essere degli interi soddisfacenti l'equazione pitagorica, quindi in virtù 
dello stesso teorema essendo pi e Pi dei numeri dispari primi fra loro 
si dovrà avere 

p = {p^' + 2^P^p^Y 2*P = (2»-T.« + 2'P,pi)". . (5) 

Ma anche p + 2^~^P deve essere, come si è detto, un quadrato 
perfetto: ora per le (5) 

p + 2-^P = (pi» + 2-PipO^ + 2 (2--T,« + 2'-Tip,)' , 

da cui sviluppando i quadrati nel secondo membro 

p+2«-^P=Pi*+2^+T,p\+2«'PiV+2*'-*Pi*+2"-Ti»pi+2^-TiV» 
ossia 

p+2-T=px*+4p^.2-^Pl+6px^(2'-T0«+4p,(2-^P0»+ 

+(2-^Pxr+(2.-T0S 
e infine 

p + 2-^P = (pi + 2'-T0* + (2'-^Pi)* 

cioè le somme delle quarte potènze dei due numeri pi + 2"^""^! e 2'~*Pi 
dovrebbe dare un quadrato perfetto. Ma pi + 2*^"^! è per le (5) certo 



(^) Cfir. la Mtmoria eitaU del prot Gahbioli, § IV. 



110 PERIODICO DI MATEMATICA. 

minore di Vp e a fortiori minori di x, e no^ii può essere zero; simil- 
mente per le (5) 2'~Ti è eerto minore ]2''P e a /br/ton minore di y 
e di più diverso da zero. Quindi si conelude che, se esistessero due 
numeri interi x e y non nulli tali da essere 

x* + y* = «', 

dovrebbero esistere due altri interi e non nulli Xi e t/i dove Xi<x 
© Vi < y tuli che 

x,' + y^' = ^^\ 

dove Zi è un intero. E continuando collo stesso ragionamento si con- 
cluderebbe l'esistenza di due interi non nulli Xn e ^n piccoli quanto 
si voglia tali che la somma dei loro biquadrati sia un quadrato per- 
fetto ciò che non può essere. 
Dunque l'equazione 

a:* + y* = «" 

non può essere soddisfatta da numeri interi e manifestamente neanche 
da numeri frazionari. 

In sostanza il principio su cui è fondata questa dimostrazione è 
quello stesso ch# informa la dimostrazione citata del Legendre. 

Segue da quest'ultimo teorema che 

V equazione x* + y*=z* epm in generale l'equazione x'*+y° = z^ dove 
è V intero n = 2'. q (con r ^ 1 e q qualunque) non può essere soddisfatta 
da numeri interi (né da numeri frazionari). (^) 

Terminerò infine questa nota col far vedere ancora come dal 
teorema sopra dimostrato intorno alle soluzioni intere dell'equazione 
pitagorica, segue subito un altro teorema dovuto al Fermat e di cui 
il Lagbange diede una dimostrazione: il teorema è questo 

se X, y, z sono tre numeri inteì'i soddisfacenti all'equazione 

x' + y' = t^ 

U prodotto xy non può essere un quadrato perfetto. 
Infatti si ha 

xy = (p« + 2-Pp) (2»«-T" + 2Pp) . K» 
da cui 

x.y = 2«Pp (p + 2«P) (2«-^P + p) . K« 

donde si scorge che per essere xy un quadrato perfetto, poiché i nu- 
meri P e p sono fra loro primi e dispari, dovrebbe essere $ pari e 
di pili i fattori P, p, p + ^'P e p + 2*~T tutti dei quadrati perfetti. 
Ma si è ora visto nella dimostrazione del teorema di Legendre che 
ciò non può essere: dunque xy non è mai un quadrato perfetto. 

Fano, 2 maggio 1907. ^ 
Amerigo Bottari. 

(t) Cuo piiriicoUrfi dAirnltLmo teorema di Fkbvat. 
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SUI GRUPPI DI NUMERI NATURALI, AVENTI UNA DATA SOMMA 



Combinazioni semplici. 

I. Indichi Cf,k una qualunque combinazione di p numeri naturali 
differmtij la cui somma sia uguale o minore di un dato numero k, e 
sia Hqx il numero di tutte le possibili Cg,k. Se gli elementi di una 
CeM-e si aumentano ciascuno dell'unità, si avrà una c^x con elementi 
tutti maggiori di 1. Viceversa diminuendo di 1 ciascun elemento di 
una Cgx non contenente l'elemento 1, si avrà una Cex-e- Dunque le CqXì 
non contenenti l'elemento 1, sono tiex-e- Le Cex che contengono l'ele- 
mento 1, si possono poi ottenere dalle Cg-ix-ef aumentando di 1 cia- 
scun elemento, ed aggregando ai p — 1 elementi cosi modificati l'ele- 
mento 1. Ne segue che le cqx contenenti l'elemento 1 sono nf~i,k-&. 

Sarà allora: 

Wg.k = fiex-e + fie-iX-e • 
Parimenti si ha: 

fteX-e = figx-^s + w^-ijc— 2p 
ng,k-2e = ngx-se + w^-i,k-8o 



Sommando membro a membro e riducendo, si ha: 

n^.k = fiQ-ix-e + w^-i,k-2e + ne-ix-3e + (1) 

Notisi che in una c^k non può mai essere i< 1 + 2 + 3 + ...+P» 
I cioè ^ < ( 2 ) L giacche gli elementi della Cgx non possono essere 
minori di 1,2,3, ...,p. Dunque se i<(^T j sarà ne,k = 0, e se 

A=('^ 2 )♦ ^^^'^ «e.k = l- 
2. Per p = 2 dalla (1) si ha: 

Wa,k = Wi,k-2 + Wi,k-4 + Wi,k-6 + . . . > 

e poiché ni,t = ^, perchè le Ci,t non sono che i numeri 1,2,3,...,^, 
così ne viene che: 

n.,k = (*-2) + (i-4) + (À:-6) + .,.. 

dove l'ultimo termine sarà 2 o 1 secondochè k sia pari o dispari. 0) 
Indicando ora con Si la somma dei numeri pari o dispari da { in 
giù, si ha: 
n,,k = Sk-9; (2) 

8 -4- (— lì^ 
0) Tale ultimo termine si pub rappresentare con 
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e 8Ì può constatare facilmente che: 






2k-^ = ■ 
onde si ha: 



(k-\f- 



1 + (- 1)"^ 



nj.k = 



(3) 



(4) 



3. Per p = 3 la (1) diventa: 

^'8,k = Wg,k-8 + Wg,k-« + "l,k-» + • • • 1 

e per la (2) 

^?8,k = Sk-5 + 2k-8 + Sk-n + . . . + Sr (5) 

dove r è il resto della divisione per 3 del niimeio k — 2. Il quo- 
ziente q dì questa divisione nippresenta il numero delle quantità S 
del 2^ membro della (5). Se indichiamo ora con m il numero degli indici 
pari di queste 2! (compreso lo zero nel caso di r = 0) si ha per la (3): 

ed applicando la formola che dà la somma dei quadrati dei termini 
d'una progressione aritmetica, si ottiene con qualche semplificazione: 



W8,k 



=IF 



dove 3g = i — r — 2. 

Notisi che se g è pari, sarà7n= ^, e se (^ è dispari sarà m = ^—^ — 

m = ^-^ — secondochè r sia pari o disparì. (^) 

4. Indichi Co,k una qualunque combinazione di p numeri naturali 
differenti, la cui somma sia uguale a A:, ed N^^.k sia il numero di tutte 
le possibili Co,k. Vale per queste il ragionamento del n. 1, onde: 

N^.k = ^qx-q + N^-i.k-^ (7) 

N^.k = N^-Lk-^ + N^-i,k-2o + . . . (8) 

Intanto è evidente che: 

N^p.k = no,k — Uqx- i . (9) 



5. Per p = 2 dalla (9) si ha: 



Hk — 2) + 



l-(-l)^ 



N»,k = »«,k — ni,k-i = Sit-« — St-s = 

1 — (— lì"-' l-f— 1)'' 



(10) 



0) ^ w è data eTld&n temente dilla fomiols : m - 



, + (t!f=!)- 



l 



\ 




m. 
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Per p = 3 si ha dalla (8): 
N«,k = N2,k-s + Ng^k-e + Na,k-9 + . . . = 

= (Sk-5 - Sk-^) + {Sk-8 - Sk-o) + (Sk-ii - Sk-i«) + . . . (11) 
Osservisi intanto che: 

(St~St-i) + (2t-.-S^) = 

(2;t-2t-.)-(St-i-St-.) = ^ + (^-2)-(«-l) = ^-l (12) 

quindi la (11) diventa: 

N,,k = (i-6) + (ft-12) + (*~18) + ...; (13) 

rultimo termine è il resto della divisione di k per 6. 

La (12) vale però per qualunque valore di t, tranne che per ^=1, 
perche allora si ha 2i = 1 e non 2!i = 0; ne viene perciò che quando k 
è multiplo di 6, resta precisamente nella (11) un ultimo termine 2i, 
e però la progressione della (13) (A — 6) + (A — 12) + (A — 18) + ... 
avrà per ultimo termine 6, ma ad essa bisognerà aggiungere l'unità. 
Per es 

N«,„ = 16 + 10 + 4 = 30 

Na.s4 = (18 + 12 + 6) + 1 = 36 + 1 = 37. 

Per avere allora un'espressione completa della (13) potremo scri- 
vere (indicando con 9 ed r il quoziente ed il resto della divisione 
di k per 6): 

N..=^^=^^tr)2+e; (u) 

dove 6 = se r = l,2,3,4,5 e 9 = 1 se f = 0('). 

Combinazioni con ripetizione. 

6. Indichi r^,k una qualunque combinazione con ripetizione di p 
numeri naturali la cui somma sia A:, e sia U^,k il numero di tutte le 
possibili r^.k. 

Le Vqx sono in altri termini le partizioni di A; in p parti. Esse si 
possono ottenere: 

V, Aumentando di 1 gli elementi di ogni r^,k-^, e così si hanno 
le rp,k che non contengono l'unità. 

2^ Aggregando l'unità ad ogni r^-i.k-i; e così si ottengono le Vqx 
che contengono l'unità. 

Dunque si ha: 

Ro.k = Re,k--ff + R^-i,k-i ; (15) 

parimenti : 1 

R^,k-ff = Rff,k-2o + Re-l,k-l--^ 
Re,k-2^ = Re.k-3^ + Re-l.k-l-2e 



ma« * UK /li. • (1 - r) (2 - r) (3 - r) (4 - r) (5 - r) 
(*) SI potrebbe porre per ? espressione : — • 



I 
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e sommando e riducendo: 

R^,k = Ro-l,k-l + Rj>-l,k-l-e + Ro-l,k-l-2o + Rff-l,k-l-3e + « 

Osservisi che Ri,k = Rk,k = 1 e Rf>,k = se 4 < p. 
7. Per p = 2 la (16) diventa: 

R^,k = Ri,k-i + Ri,k-. + Ri,k-6 + ... = 1 + 1 + 1 + ... 

1 -(-!)" 

2 . . 

— ^ termini, e però: 



k- 



Il 2** membro ha 



l-f-lì»^ 



^- — 1 



l-(~iy 



ik-i 



R..U 
e per la (10): 



(16) 



(17) 



Rfl,k — ■ -Jk-1 ^k— H — ' iNi,k+l- 

8. Per p = 3 si Im: 

K3,ì, = Rii.k-i+Ri.k-*+ns.k 7+..-=Ng,i, + Ns,k-^+Ns,k-fl + .-=Ni,k^ 
per la (S), Ed in generale se poniamo: 

si dimostra facilmente che; 

Rm^Nm^(^), (18) 

la quale è vera, perchè la prima si veiitica par p — 1^2. 



1)1$! potili sdonl. 

9, Indichi d^jM t>ii^ disposizione qualnnqiie con ripetizione di p nu- 
meri naturali la cui somma sìa k, e sia Do.k il numero di tutte le 
possibili (ifi.k- Queste st possono ottenere ponendo 1 davanti a cia- 
scuna rf^~i^_ij poi ponendo 2 davanti a ciascuna ef^-i,k -a » poi 3 da- 
vanti a ciascuna d^-ix-n e così via; onde: 

D,a = D^-^i.k^i + D(,^i.fc-2 + D^^],k^3 + - - ■ + D^»i,,^i . (19) 

Ora si ha: 

e quindi: 

D,.fc = D,.^_. + Di,... + Di.,_. + . . . + Dm = k-l 
Da,t = Da,k-I + D^t-> + Da^^^a + - . - + Da,, = 

= gc-2) + (k-3)-\-(k-4) + ... + l = [^~^y 

Supponendo ora che sia 

D,,. = (fl}) (20) 
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per tutti i valori di t che vanno da 1 a p — 1, qualunque sia k, si ha: 
D^.k = De-i,k-i + Dff-i,k-2 + D^-i,k-3 + . . . + D^-i,e-i = 

=(:z^e=3+e=9+...+(p^)=ez!)m. 

la quale resta dimostrata per induzione, giacche la (20) si è trovata 
vera per ^ = 1,2,3. 

Applicazioni. 

Problema. — Estraendo tre numeri del lotto, qxiaVè la probabilità 
che la loro somma sia uguale o minore di 90 ? 

Dalla (6) si ha (essendo g = 29, r = l, ?w = 14): 

ir89«— 2» 3.29.90 ,J ,^^^^ 
n8,9o= 4 [ 9 2 ^*J "" ^^^^^ 

che è il numero dei terni la cui somma e uguale o minore di 90. 

La probabilità cercata è data dunque da 



©• 



Problema. — Estraendo tre mimeri del lotto, quaVè la pì'obabilità 
che la lóro somma sia 90? 

Dalla (14) si ha (essendo g = 15, r = e quindi 6 = 1): 

N.,ao= ^ + 1 = 631, 

che è il numero dei terni di somma 90. La probabilità cercata è 

perciò data da 



(?) 



Teorema. ~ Le partizioni in n del numero 2n sono tante quante 
sono tutte le partizioni possibili del numero n. 
Dalla (15), infatti, si ha per p = n e A: = 2n: 

Ivn,8u = Itn,!! ~r Kn— l,an— 1 \ 

parimenti : 

Rn— l,9n-l = Rn— l,n "T" Rn-8,au— 9 
^11—9,311-8 = K-n— 9,n "T Rn— a,8n— « 



R9,n+9 — xls,n + Ri,n+1 
K-ljti+l = Rl,n 

e sommando e riducendo: 

Rn,9n = Kn,n + Rn-l,u + Rn -9,n + . . . + R«,n + Rl,n C. d. d. 

Dott. M. Morale. 
Caltanissetta, marzo 1907. 
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DEDUZIONE DEL PRINCIPIO D'"ARCHIMEDE„ DA HiLLO DI "CONTIIITÀ. 



Il principio di continuità viene stabilito, ordinariamente, o me- 
diante il postulato di Dedekind o con quello di Cantor, che dal 
primo non differisce sostanzialmente, oppure con quello di Weier- 
STRASS. Nella scienza astratta, generale, i postulati di Cantor e di 
Weierstrass non si equivalgono: nella geometria non archimedea, 
p. es., da me stabilita sulla tetta in un breve articolo sui '' Subfiniti 
e transfiniti dal punto di vista di Cantor „ (^) sussiste il postulato 
di continuità di Cantor, mentre non sussiste quello di Weierstrass 
perchè in essa geometria vi sono anche punti senza intorni finiti; 
e più notevoli singolarità riscontransi, p. es., nella geometria, che 
considera il punto (ao,ai, ..., an-.i,an) come indice della funzione 
Ooof' + (Il a:°~* 4- • • •+ «n-i a: + fln. (*) 

Nella scienza pratica però, geometria ed aritmetica ordinarie, quei 
postulati sono equivalenti, come è noto, cosicché nella medesima non 
si avrà che un postulato di continuità, il quale potrà venir presen- 
tato in diverse forme, magari in una forma diversa da tutte tre 
quelle accennate sopra. Siccome una conseguenza immediata del prin- 
cipio di continuità è la proposizione conosciuta come postulato d' Ar- 
chimede, che potrebbe dirsi principio di misurabilità, così ritengo che 
non sia inopportuno dare di ciò una breve dimostrazione onde risulti 
evidente la convenienza di concedere a quel principio il posto che 
gli spetta nella geometria elementare, ed anche nell'aritmetica. 

Il postulato di continuità, di Weierstrass, dice: " Se sopra un 
segmento v'è un aggregato di infiniti punti, esso aggregato ha al- 
meno un punto limite „ cioè un punto tale che tra i segmenti prin- 
cipianti nei punti dell'aggregato e terminanti in esso punto ve ne 
sono di minori d'ogni segmento prefissato. 

Il principio di misurabilità, o postulato d' Archimede, dice: * Se 
sono dati due segmenti disuguali, tra i multipli del minore ve ne sono 
di più grandi del maggiore „. 

Ora dico che la seconda di queste due proposizioni è un corollario 
della prima. Infatti, consideriamo due segmenti AB, CD e CD sia 
minore di AB. Sulla retta AB, procedendo nel verso diretto dal 
punto A al punto B, portiamo gli infiniti segmenti AMi, MiMi, MsMs,... 
tutti uguali a CD. L'aggregato dei punti Mi, Ms, Ms, . . . non ha punti 



(i) BenéL Ciré. Mat,; VI, pag. 161. Palermo, 1892. 

(*) V. rintereasante capitolo del prof. F. Ekbiqubs: PHnMipién der Geometrie; "EneyklopSdir 
der Mathematiaeben Wiaaenschaften . ; Bd IIIx, Heft 1, nnm. 7 e 40. Leipsig, 1907. 
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limiti sul segmento AB, sul quale quindi, per il principio di conti- 
nuità, non possono esser tutti gli infiniti punti di quell'aggregato, il 
quale, perciò, avrà anche dei punti fuori del segmento AB; se Mn è 
uno di questi punti, si ha che 

nCD = AM„ ed AMn>AB 
per cui 

wCD > AB. 

Può esser utile osservare che non ha luogo l'inverso, cioè che il 
principio di continuità non è conseguenza del postulato d' Archimede. 
Infatti, nell'ordinaria rappresentazione dei numeri reali sulla retta, 
i punti d'ascisse razionali formano una successione per la quale sus- 
siste il postulato d' Archimede perchè, se a e b sono numeri razio- 
nali ed a'> b, tra i multipli di b, che son tutti razionali, ve ne sono 
di maggiori di a: non è invece soddisfatto il principio di continuità 
perchè, per es., sul segmento limitato dai punti di ascisse, razionali, 
ed 1 si possono prendere gli infiniti punti d'ascisse, razionali, 



2! ' 2! "^ 



3! 



1 



1 



2! + 3! "*■ 



4! 



e questi infiniti punti formano un aggregato che nella considerata 
successione di punti d'ascisse razionali, non ha punti limiti. I numeri 
razionali formano dunque una successione archimedea discontinua. 

Si riconosce parimenti che sono archimedee discontinue la suc- 
cessione dei numeri irrazionali, quella dei numeri decimali aventi un 
numero finito di cifre, ecc. 

Si può dimostrare che il postulato di Weierstrass è equivalente 
all'insieme dei postulati d'ARCHiMEDE e di Cantor. 

F. Giudice. 



SOPRA UNO SPECIALE DETERMINANTE 



Nota di Pierina Qxiiiìiili 



Riuscirà forse utile agli studenti la dimostrazione, molto semplice 
e molto elementare, che qui daremo, di una proprietà nota, relativa 
al determinante ' 

aii + X ai2 ai8 . . . am 

«ai «M + 07 Osa . . . 02n 



D(x) = 



Cini 



flfna 



ans . . . Onn + X 



I ^ 
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dove X rappresenta una variabile e le quantità a^ rappresentano 
grandezze indipendenti da x. 

Se indicbiamo con S» (x) la aomma dei minori principali (o dia- 
gonali principali) di ordine v del determinante dato e con D^'^tx) 
la derivata v""* di D {x) rispetto ad x, la proprietà che noi vogliamo 
dimostrare consiste nella formula: 

D('')(rr) = v!Sn-.(x). (1) 

Per dimostrare questa proposizione, applichiamo al polinomio 
B(a? + A), di grado n, lo eviluppo di Taylor. (*} ^i ha 

D(x + k) = j)(x}-\^hìy'{x) + ~B" + ... + ^ì>^Hx). m 

Come si vede chiaramente da questa formula, la derivata di ar- 
dine V del determiuaiite U (x), presa rispetto ad x^ rappresenta il 

coefficiente di —j nello sviluppo di D(.r + A)* Passiamo allora a con- 



v: 



sìderare il determinante 



F(h) = 



ill + A bifi ..,hn 



dove la quantità i^ sono grandezze indipendenti da /i, e cercliiamo 
quale sia, in questo determinante il (Coefficiente di /r. Ponendo nel- 
Tespreasione precedente A=0, si ottiene il determinante F(0), formato 
con gli elementi ^y e che rappresenta il termine indipendente da h. 

Per formare il termine in ÌV osserviamo che bisogna, in tutti i 
modi possibili, assumere h in v termini della diagonale principale e 
moltiplicare per il minore principale complemetitare, di ordine»— v, 
dove si ponga h = 0, 

Se chiamiamo dunqne con Ti^ la somma dei minori principali d'or-^ 
dine V del determinante 

è chiaro che il coefficiente di /r niello sviluppo della funzione F(A) 
considerata è dato da Ta-r, 

Ma, se nel nostro detei^in inante D {x], al posto di x poniamo x + ^i 
il criterio ora esposto ci conduce a stabilire che nello sviluppo di 
D(aff + /i) il coefficiejite dì h" è Sn-i' W, perciò potremo scrivere: 

D (^ + M = D (x) + /* S„_i (x) + /**Sn-» (x) + . . . + k-' S^ (x} + k-. (3) 

Confrontando quest'ultima formula cqiì la (2), stabilita preceden- 
temente, otteniamo 



V! 



= 8n-r(x) 



(^t Qu&sU fotiiiuliL pui/ &UbÌlfi>9i ^ncbc àenzn canaider nolani d'[iidale inflinìtiìsimiile: tih è 
cbiAijamcutfi eapusto, por i^aompk, nel Weubh, Lvhthtich dtr Mgtitta, BJ* L 





PERIODICO DI MATEMATICA. 

e qaìndi si ha la relazione 

DW(a?) = v!Sn-v(a:) 

che ci eravamo proposti dimostrare. 

Sempre nell'intento di far vedere come sia facile stabilire 
molto elementare la formula (1), già dimostrata precedeni i 
vogliamo darne ancora un'altra dimostrazione, indipendeni 
formula di Taylor. 

Supponiamo di aver già stabilita, col metodo esposto, 1 
zione (3), tenendo presente che h deve essere una grandezza ' 
bile indipendentemente da x, derivando v volte rispetto ad 
niamo : 

ò- D {x + h) ,Q /^ì I o/M 

-^ = V! Sn-y (X) + Q (h) 

dove il polinomio Q (h) contiene h come fattore. 

Osserviamo che la derivata v°^ di D{x-{-h) rispetto ad 
stessa espressione della derivata v*"* di D(ir + A) rispetto ac : 
od anche, rispetto ad x, quindi possiamo scrivere 

ò" D (ar + h) 



òx" 



■ = v!Sn-vW + Q(A). 



Ma, come è evidente, quest'ultima formula vale, qualunque 
perciò, ponendo in essa /j = 0, deve essere ancora verificata. 1 
nomio Q{h), contenendo h come fattore, si annulla per h = e \ 
si ricava l'espressione 

ò- D (x) , ^ , . 
-^^^ = v!S„-.(x) 

la quale è la formula (1), che volevamo stabilire. 

Roma, agosto 1907.' 



DimiGI TEOREU SULLA MODERNA GEOMSTRU DEL TRIANQOL 



Dato un triangolo ABC, facciamo girare ciascun lato intor 
sue estremità finche vada a ribaltarsi sui due lati adiacenti 
di avere traversata (^) l'area del triangolo). Noi otterremo sui lati 
centi, rispettivamente i punti A', A"; B', B"; G\ G": dicendo A' il 



(1) Molto felicemente i francesi in simile circostanza il verbo haìaytr. 
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ove va a porsi Testremo C del iato a dopo di aver girato intorno 
al punto B, e A" il punto del lato b ove va a porsi l'estremo B del 
Iato a dopo di aver girato intorno al punto C, ecc. 

Proprietà I*. — Le rette 1 = A'A", 2 = B'B", 3 = CC sono pa- 
rallele e determinano una direzione Fi. 

2*. I punti medi dei segmenti A'B", B'C", C'A", compresi su ciascun 
lato fra i sei punti A'B'C, A"B"C", sono i punti di contatto del circolo 
iscritto ad ABC coi lati del triangolo medesimo. 

3*. I punti medi ai,^i,Yi dei segmenti A' A", B'B", C'C" sono i 
vertici di un triangolo di cui i lati ai^i, J^iYi, Yi^^M ^^S''*"^ ^ '*^^ 
omologhi e, a, ò, di ABC nei punti in cui questi sono tagliati dalle 
bisettrici degli angoli opposti. 

4^ Le rette che congiungono rispettivamente i punti ai,pi,Yi ai 
punti medi Mi, Ma, Ms dei Iati a, b, e concorrono in uno stesso punto E. 

5^ Le rette 1, 2, 3 tagliano i lati a, 6, e rispettivamente in tre 
punti che sono i vertici di un triangolo RST. Le proiezioni normali 
Ai,Bi,Ci di A, B, C sulle rette 1,2,3 rispettivamente, sono i vertici 
di un altro triangolo di cui i lati tagliano i lati omologhi di BST 
sui lati di ABC in tre punti Ri, Si, Ti di una medesima retta Ai. 

6*. I triangoli ABC e Ai Bi Ci sono per conseguenza omologici 
affini neiromologia avente per centro il punto all'oo in direzione nor- 
male a Fi e per asse la retta Ai, ma i triangoli AiBiCi e RST sono 
corrispondenti nella affinità di centro il punto all' co Fi comune alle 
tre rette 1, 2, 3 e per asse la retta Ai, dunque ABC e RST sono 
omologici affini nell'affinità avente per asse lo stesso asse Ai e per 
centro la direzione comune alle rette AR, BS, CT; per conseguenza le 
rette I = AR,II = BS III = CT sono parallele. 

7\ Il centro ortotomico Q dei tre cerchi Yi» YsiTs che hanno per 
centri i vertici A, B, C e per raggi i lati opposti, è situato sulla retta 
di Eulero del triangolo dato ABC. 

8". I tre cerchi Yi,Ya»Ya si tagliano in sei punti: tre dei quali 
p, o,T appartengono al cerchio circoscritto ad ABC e gli altri tre 
p', o', T sono i vertici di un triangolo il cui circocentro coincide con 
l'ortocentro del triangolo dato. Il raggio del cerchio circoscritto a 
p'oY è eguale al diametro del cerchio circoscritto a p o x. 

9*. Il circocentro del triangolo ABC, l'ortocentro H e il punto Q 
suddetto, che appartengono alla retta di Eulero di ABC, sono situati 
in modo che biseca il segmento HQ. 

10^ Il punto C in cui si tagliano le rette che congiungono i ver- 
tici A, B, C del triangolo dato alle proiezioni normali di Q sui lati 
opposti, è situato sulla retta o determinata dal punto K e dal puìito 
Lemoine L di ABC. 

Ih. Se si congiunge ciascuno dei punti A', A", B', B", C, C" citati 
al punto medio del lato dal quale proviene per rotazione (intorno ad 
un vertice del triangolo dato) si hanno delle coppie di rette che con- 
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corrono in tre punti ABC. Le rette che uniscono questi tre punti, 
rispettivamente, ai tre vertici A, B, C, del dato triangolo, si tagliano 
in uno stesso punto I della retta 8, che non è altro che Tin-centro 
del triangolo dato. 

C. Cappello. 
Napoli, 15 ottobre 1907. 



SULL'INDIOSTRABILITÀ DEL POSTULATO DI EUCLIDE 



1. I postulati della geometria elementare, riguardanti le proprietà 
grafiche fondamentali e la congruenza, rispondono immediatamente 
alla nostra intuizione geometrica. 

Su di essi si basa l'edifizio della geometria elementare ordinaria, 
fino alla teoria delle parallele che viene introdotta aggiungendo ai 
ai postulati suindicati il postulato di Euclide: 

Dato un punto e una retta che non si appartefigono, per il punto 
passa una parallela alla retta ed una sola. 

Ora, questo postulato, che si riferisce ad un tempo a due ordini 
di nozioni: le grafiche e le metriche, non appare così semplicemente 
intuitivo come gli altri postulati fondamentali. 

Perciò, fino da tempi molto antichi (^), si è cercato di dedurle lo- 
gicamente da questi. Ma i risultati positivi apparentemente ottenuti 
sono stati tutti fittizi, perchè b^Esati sulT introduzione, più o meno 
chiara, di postulati, riconosciuti poi equivalenti a quello di Euclide, 
mentre gli stessi tentativi per la dimostrazione del postulato euclideo, 
hanno preparato il costituirsi di geometrie indipendenti da esso. 

E oggi, dagli studi, che con diversi indirizzi, sono stati fatti 
sui fondamenti della geometria, resta stabilita la possibilità logica 
di tre sistemi, fondati sugli stessi postulati relativi alle nozioni gra- 
fiche e alla congruenza. 

1^ Il sistema iperbolico, in cui, sopra ogni piano, dato un punto e 
una retta che non si appartengono, si hanno due parallele per il 
punto alla retta. 

2^. Il sistema parabolico a cui si applica il postulato di Euclide. 

3^ Il sistema ellittico, in cui, data in un piano, una retta ed un 
punto che non si appartengono, tutte le rette passanti per il punto 
sono incidenti alla retta. 



(4) Proclo (410-^85). 
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La compatibilità di ciascuno di questi sistemi coi postulati fon- 
damentali suaccennati, dimostra che non si può dedurre logicamente 
da questi il postulato di Euclide. 

Saranno qui sviluppate le considerazioni metrico-proiettive che 
nel modo relativamente più semplice, mettono in luce questo risul- 
tato, per ciò che si riferisce alla geometria piana. 

Sono poi analoghe le considerazioni stereometriche. 

2. I concetti e i postulati fondamentali della geometria elementare 
liei piano si possono presentare sotto la forma seguente : 



Nozioni grafiche. 

Post. I. — Nel piano vi sono quanti si vogliono punti e quante si 
vogliono rette. La retta che congiunge due punti di un piano, appartiene 
ad esso. 

Post. II. — Due punti appartengono ad una retta e ad una sola. 

Post. III. — I punti della retta sono disposti in due ordini ìiatu- 
rali versi, opposti Vuno aW altro. In ciascun verso, non vi è uè primo, 
né ultimo punto e fra due punti, ve ne sono infiniti altri intermedi. 

Def. I. — Dati due punti A, B, di una retta a, si dice segmento AB, 
Vinsieme dei punti di a, compresi fra K e li. 

Si dice semiretta l* insieme dei punti di una retta situati da una stessa 
parte di un punto di essa. 

Post. IV. — Una retta di mi piano, divide il piano in due parti 
contenenti ciascuna infiniti punti, in modo che 

1) un punto del piano fuori della retta appartiene alVuna o all'altra 
parte, 

2) due punti del piano appartenenti alla stessa parte sono estremi di 
un segmento che non incontra la retta, 

8) due punti del piano appartenenti a parti diverse sono estremi di un 
segmento che incontra la retta. 

Def. II. — Si dice settore angolare ciascuna delle quattro parli in 
cui resta diviso il piano da due rette di esso che s'incontrano. 

Angolo è l'insieme delle semirette comprese in un settore angolare. 

Postulato della continuità. 

Post. V. — Se un segmento di retta AB è diviso in due parti in 
modo che 

1) ogni punto di AB appartenga ad una delle parti e ad una sola, 
l'estremo A appartenga ad una di esse, l'estremo B alUaltra, 

2) un punto qualunque della prima parte preceda un punto qualunque 
della seconda, nell'ordine AB del segmento. 




l^j f^.A i à' ff i t*: /y t 
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esiste un punto C di AB, tale che ogni punto di AB che precede C, 
appartiene alla prima parte, ogni punto che segue C, alla seconda, nella 
divisioìie stabilita. 



Postulati della congruenza. 

Post. VI. — Un segmento (im angolo) è congruente a sé stesso. 

Post. VII. — Se un segmento (un angolo) è congruente ad un altro, 
anche il secondo è congruente al primo. 

Post. Vili. — Se un segmento (un angolo) è congruente ad un altro 
e questo ad un terzo, anche il primo è congruente al terzo. 

Post. IX. — Sopra una retta, a partire da un suo punto e da cia- 
scuna parte di esso, esiste un segmento congruente ad un segmento dato. 
Da ciascuna parte di una semiretta OA uscente da un punto dato 
si può condurre per lo stesso punto un'altra semiretta tale che l'angolo di 
ciascuna delle due semirette colla OA sia congruente ad un angolo dato. 

Post. X. — Se AB, BC sono due segmenti consecutivi di una stessa 
retta r e A'B', B'C due segmenti consecutici di una stesssa retta i ed è (^) 

AB = A'B', BC = B'C' 
è anche 

AC = A'C'. 

Vale per gli angoli il postulato analogo. 

Def. III. — Un sistema di tre punti di un piano, non in linea retta 
e dei tre segmenti che li congiungono, si dice triangolo, 

Def. IV. — Due triangoli si dicono congruenti, se, riferiti tra loro 
per elementi dello stesso nome, hanno gli elementi omologhi congruenti. 

Post. XI. — Se due triangoli hanno rispettivamente congruenti due 
lati e Vangolo compreso, essi sono congruenti, 

3. Si consideri ora la seguente rappresentazione dell'intero piano, 
in cui si dimostri: 1^ lu validità di tutti gli elementi logici contenuti 
nei concetti e nei postulati precedenti; 2^ la validità del sistema 
iperbolico; ne deriverà che i postulati precedenti non possono conte- 
nere implicitamente quello di Euclide che contraddice a tale sistema. 

Si chiami convenzionalmente: 
Piano : la regione piana (e) interna ad una conica (dunque escluso il 

contorno). 
Punto : ogni punto di (e). 

Retta : ogni corda della conica, esclusi gli estremi. 
Segmento: ogni segmento appartenente a (e). 
Semiretta: V insieme dei punti di una retta di (e) posti da una stessa 

parte di un suo punto. 



(1) ^ segno di congruenza. 



124 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



Angolo : ogni angolo col vertice appartenente a (e) e avente per lati due 

semirette di (e). 
Segmenti uguali : due segmenti di (e), AB, A'B', tali che siano uguali 

in valore assoluto i logaritmi dei birapporti dei gruppi formati dagli 

estremi A, B; A', B', colle rispettive intersezioni M, N; M', N' ddla conica 

colle rette a cui appartengono i detti segmenti. 
Angoli uguali : due angoli di (e), ab, a'b', tali che siano uguali in 

valore assoluto i logaritmi dei birapporti dei gruppi che formano i 

lati H, b; a', b' colle rispettive coppie di tangenti immaginarie condotte 

dai due vertici alla conica. 
Triangolo : la figura costituita da tre punti di (e) non in linea retta 

e dai ire segmenti che li congiungono. 
Triangoli uguali : due triangoli di (e), riferiti fra loro per elementi 

omonimi, e aventi gli elementi omologhi congruenti 
Movimenti : tutte le proiettività piane che trasformano in sé stessa la 

conica. 

Ciò posto, i punti della conica a cui tendono (^) le rette conven- 
zionali, rappresentano i punti air infinito delle rette ordinarie, la co- 
nica corrisponde alla retta all'infinito e due rette di (e) che tendono 
al medesimo punto della conica sono Timagine di due rette parallele. 

L'intero piano viene così rappresentato sul piano convenzionale (e). 

4. Per dimostrare la validità dei postulati del § 2 nel sistema 
ora stabilito ci si varrà dei postulati stessi, in quanto si applicano 
all'intero piano, e delle proprietà proiettive delle coniche. 

I postulati gratici I, li, III, si trasportano nel nuovo sistema in 
base alle definizioni del n. preced. e alle nozioni più ovvie intorno 
alle coniche. 

Si ha inoltre: 

Una corda MN della conica divide la regione (e) interna ad essa 
in due parti, a ciascuna delle quali appartengono infiniti punti; due 
punti di (e) appartenenti ad una stessa parte, sono estremi di un seg- 
mento che non incontra la corda. Due punti A, B appartenenti a parti 
diverse sono estremi di un segmento che incontra la retta MN in 
un punto P. Questo punto è poi interno alla conica e quindi sulla 
corda MN, perchè la retta AB essendo secante, i due punti R, S, in 
cui incontra la conica sono estremi di due segmenti complementari 
(nel senso della geometria proiettiva) di cui uno tutto costituito di 
punti interni, l'altro di punti esterni. Al primo segmento appartiene 
il segmento AB e quindi il punto P. Resta cosi stabilito il postu- 
lato IV. 

II postulato V, della continuità si trasporta senz'altro nel nuovo 
sistema e lo stesso dicasi dei tre primi postulati della congruenza, 
indicati coi numeri VI, VII, Vili. 



{^) Ntl IISI1BD dot pu^tulntu ài Pedekliid s della teovm dei litnilL 
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5. Si considerino ora due secanti la conica, e siano M, N; M', N' ri- 
spettivamente le loro intersezioni con essa; A, B* due punti di (e) su 
MN, A' un punto di (e) su M'N' (fig. 1). 

Detto il punto comune alle tangenti la conica in M, N; 0' il 

punto comune alle tangenti in M', N', si conducano le rette OA, O'A' 

secanti la conica rispettivamente nei punti P, Q; P', Q'. 

MPN 
La proiettività sulla conica i^/p/^, , determina un'omografia piana 

in cui MN.M'N'; OM,0'M'; ON,0'N'; e quindi 0,0'; OP,OF; A,A'. 




Fig. 1. 



sono elementi omologhi; tale omografia subordina perciò sulle rette 

MAN 
MN, M'N' la proiettività tii'a/^'- La medesima proiettività è subor- 
dinata all'omografia che si ottiene, ponendo sulla conica la proietti- 

... MPN 
^*^^ M'Q'N' • 

Viceversa il procedimento dimostra che non esistono altre omo- 
grafie trasformanti in se stessa conica, alle quali essa possa venire 
subordinata. 

MPN MPN 
Si ponga ora nella conica una delle due proiettività ^/pn^r/, fij'n'Tvr'; 

procedendo come dianzi si vede che a ciascuna di esse e subordinata 

MAN 
fra le rette MN, M'N', la proiettività -KT'A'iif'- Viceversa, data tale 

proiettività, essa non può venire subordinata ad omografie che tra- 
sformino in se stessa la conica, diverse dalle due precedenti. 
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Si consideri ora nella retta MN il segmento AB: in base alle os- 
servazioni fatte, si lianno quattro omografìe che trasformano in se 
stessa la conica e determinano sulla retta M'N' due segmenti A'B' 
A'B" congruenti ad AB, nel senso del § 3. 

I due segmenti A'B' A'B" che così si ottengono sono poi diversi, 
perchè i due punti B', B" corrispondenti a B rispettivamente nelle due 
proiettività, cadono da parti opposte di A'. 

Oss. — Per togliere ogni dubbio intorno alla precisione del risultato, 
si può anche osservare che nel procedimento sopraindicato. Io scambio 
di A con B darebbe luogo ad altre quattro omografie e corrispon- 
dentemente ad altre due proiettività sulle punteggiate MN, M'N'; 

MBN MBN . . u . . . n . • .. -r 

TVf'A'M" N'A'M' ' "® ^* ^^"^ ^^^^ esaminare. Queste proiettività 

conducono però ancora agli stessi due segmenti precedentemente 
ottenuti. 

Siano infatti rispettivamente B', B" gli elementi omologhi di B nelle 
proiettività 

MAN MAN 

^^^ M'A'N' ^^^ N'A'M" 

e X, y gli elementi omologhi di A nelle proiettività 

MBN MBN 

^"^^ M'A'N' ^^^ N'A'M'' 

Si ha 

(1') MABN A M'A'B'N' (2') MABN A N'A'B"M' 

(3') MBANAM'A'XN' (4') MBANAN'A'yM' 

da cui 

(3") MABN A M'XA'N' A N'A'XM' (4") MABN A N'y A'M' A M'A'yN' 

onde, confrontando con (!') (2'), 

X = B" y=-B'. 

II procedimento tenuto si applica evidentemente anche nel caso 
in cui le due rette MN, M'N' coincidano. 

Resta così stabilito nel sistema (e), per i segmenti il postulato IX. 
Lo stesso procedimento lo dimostra per gli angoli. 

6. Il postulato X è poi subito dimostrato valido nello stesso si- 
stema, osservando che se AB, BC; A'B', BC sono coppie di segmenti 
omologhi consecutivi, rispettivamente, sopra due rette di (e), e posto, 

(1) MNAB = |^:^, (2) l3^ = v. ass. log, 

è 

(3) 13^(MNAB) = 1^(M'N'A'B'), (4) 1^ (MNBC) = 13^ (M'N'B'C). 
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Da 

(5) (MNAC) = (MN AB) (MNBC) 
e da 

(6) 1^ (MNAB) + 1^ (MNBC) = I^ (M'N'A'B') + 1^ (M'N'B'C) 
si ha 

(7) 1 Ji (MNAC) = 1^ (M'N'A'C). 

Analogamente si stabilisce il risultato per gii angoli. 
7. Vale infine nel sistema (e) la proposizione XI. Essa si deduce 
facilmente dalla proposizione IX, ma si può anche dimostrare diret- 




Fig. 2. 

tamente. Siano ABC, A'B'C due triangoli di (e), aventi uguali rispet- 
tivamente gli angoli in A,A' e i lati AB, A'B'; AC, A'C, nel senso 
del § 3. [Fig. (2)]. 

I due triangoli risultano riferiti elemento per elemento. 

In base al principio di continuità e per maggiore chiarezza del 
procedimento, ci riferiremo neiresposizione ad elementi tutti reali, 
rappresentando quindi esterni alla conica i vertici dei due triangoli, 
ciò che permette di tracciare nella figura (3) le tangenti (reali) alla 
conica per i punti medesimi. Lo stesso procedimento vale però, colla 
considerazione delle tangenti imaginarie nel caso dei vertici interni. 
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Condotte dunque da A, A' le coppie di tangenti alla conica AH, 
AE; A'H\ A'K\ per la congruenza degli angoli A, A\ si ha nei fasci 
di centri A, A' una proiettività in cui si corrispondono AB, A'B'; 
AG, A'C; dato il verso in cui succedono i vertici omologhi dei due 
triangoli, resta determinato il verso della proiettività fra i due fasci, 
onde alla tangente AH corrisponderà una determinata tangente A'H', 
ad AK, A'K'. 

Viceversa, fissata la proiettività fra i due fasci, resta fissato il 
verso in cui si succedono i vertici e questi verso è concorde o di- 
scorde secondochè è diretta o inversa la proiettività considerata. 




Fig. 3. 

Per la congruenza supposta fra i lati AB, A'B', dette M, N; M', N' le 

intersezioni rispettive delle AB, A'B' con la conica, si avrà fra queste 

, „ , . ,,. .,. MAN MAN 

rette una delle due proiettività m'A'N"N'A'M' * 

Per la congruenza supposta dei segmenti AC, A'C, dette rispetti- 
vamente P, Q; F, Q' le intersezioni delle rette AC, A'C colla conica, 
dev'essere posta fra di esse una delle due proiettività 

PAQ PAQ 
FAQ" Q'A'F. 

Ma fissata la proiettività sopra una delle due coppie di punteg- 
giate, la proiettività sull'altra coppia resta pure fissata. 

Infatti, la proiettività stabilita fra i due fasci fa corrispondere ad 
un angolo del fascio A un angolo del fascio A', nel senso della geo- 
metria proiettiva. Ciascuno di questi angoli è costituito da due angoli 




w^mmmmm 



m^ 
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opposti al vertice, nel senso della geometria elementare. Dato il trian- 
golo ABC, il triangolo A'B'C può essere costruito tanto sull'uno come 
sull'altro due ultimi angoli, indipendentemente dalla relazione fra i 
versi in cui si succedono i vertici dei due triangoli. 

La proietti vita fra le punteggiate AB, A'B' fissa uno di questi an- 
goli, onde rimane anche determinato da qual parte deve trovarsi il 
punto C rispetto ad A' e ciò corrisponde a fissare una delle due proiet- 
tività indicate sulle rette AC A'C (*) Se per esempio fra le punteg- 

M AN 
giate AB, A'B' è posta la proietti vita t^'A'N'» ^"''® punteggiate AC, 

P AQ 

A'C si deve avere, come si vede subito, la proiettivitàp/*,^, • 

Si hanno perciò quattro casi, secondochè tra i fasci di centri A, A' 
e le punteggiata AB, A'B'; AC, A'C si hanno rispettivamente le proiet- 
tività 

AH AB AK AMN APQ 

A'H' ' A'B' ' A'K' ' A'M'N' ' A'P'Q' * 



I. 



II. 
HI. 
IV. 



AH 
AH'' 


AB 
A'B' 


AK 

' AK' ' 


AMN 
A'N'M'' 


APQ 

A'Q'P' 


AH 
A'K'* 


AB 
A'B' 


AK 
'A'H'' 


AMN 
A'M'N' ' 


APQ 
A'P'Q' 


AH 
A'K'' 


AB 
A'B' 


AK 
A'H'' 


AMN 
A'N'M' ' 


APQ 
A'Q'F 



Supposte le condizioni I, si ponga sulla conica la proiettività 

H M K 

H'M'K" ^''^ omografia che essa determina, tra i fasci omologhi A, A 

è subordinata la proiettività supposta .,„, ' . ,g, » j,,^, e tra le pun- 

MAN 
teggiate AB, A'B' la proiettività jj/ a 'jj/ » pure supposta. 

Viceversa da queste due proiettività, la proiettività sulla conica 
resta determinata. — Sulle due rette AC, A'C omologhe nell'omografia, 
resta determinata una proiettività in cui si corrispondono i punti A, A'; 
C, C e le coppie PQ; P'Q'. D'altra parte i gruppi PACQ e P'A'CQ' 
sono proiettivi per ipotesi; poiché il gruppo PACQ non è certamente 
armonico, esso non può in pari tempo essere proiettivo a Q'A'CP', per 
cui la proiettività subordinata su AC, A'C è la supposta. Si ha in ciò 
una conferma dell'asserzione precedente. 

Si considerino ora le rette BC, B'C, omologhe nell'omografia; dette 
rispettivamente RS, R'S' le loro intersezioni colla conica, viene su- 



(') Questo fatto ha un ovvio riscontro nella geometria elementare. 



I - 
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boi'dinata sopra di esse la proiettività po'^/ come si vede subito os- 
servando i due ordini di punti corrispondenti sulla conica MPNQ... 
MT'N'Q' .... 

I segmenti BC, B'C sono perciò congruenti. 
Nei fasci di centri B e B' è poi subordinata una proiettività in 
cui si corrispondono BÀ, B'A'; BC, B'C, e le due coppie di tangenti 
alla conica rispettivamente B, B\ in un modo determinato; gli angoli 
in B, B' sono quindi congruenti. Considerazioni analoghe valgono per 
i fasci di centri C, C. 

1 casi II, III, IV si trattano analogamente. 
Si può osservare, che indipendentemente dalla proiettività tra i 
fasci A, A', la proiettività sulla conica viene diretta o inversa secon- 
dochè si hanno le ipotesi I, III o II, IV nelle proiettività tra i lati. 
La proposizione XI del § 2 resta così dimostrata nel sistema con- 
venzionale. 

8. Si prendano ora sulla conica due punti A, B (fìg. 4), e si conduca 
la corda che li congiunge; essa, esclusi gli estremi, rappresenta una 

intera retta del piano ordinario. Sia 
un punto interno alla conica, fuori della 
retta AB; dal punto si possono con- 
durre due rette distinte che incontrano 
la conica rispettivamente nei punti A,B; 
esse rappresent<ino, nei loro tratti interni 
\ alla conica, due parallele del piano ardi- 
\ nario, condotte per un puntò ad una retta 
j fuori di esso. Vale dunque nel piano rap- 
ì presentativo (e) il sistema iperbolico, 
/ Se il contenuto logico dei concetti e 

••k, ^^y dei postulati del § 2 bastasse a dimo- 

strare la proposizione dell'unica paral- 
lela, il risultato ora rigorosamente stabi- 
lito colla scelta opportuna del piano convenzionale, in cui tuttavia 
quei concetti e quei postulati valgono in tutta la loro estensione 
logica, non si sarebbe potuto ottenere. 

Rimane perciò stabilita l'indimostrabilità del postulato di Euclide 
per mezzo dei postulati del § 2. 

Come si è già osservato, un procedimento analogo, mette in evi- 
denza tale indimostrabilità anche mediante i postulati fondamentali 
della geometria nello spazio. 

Maria Sittignani. 
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SULU BAFFBESENTA2I01ÌE DEI NUMERI QUIAZIONALI 



1. É noto che i numeri razionali sono caratterizzati nell'ordinario 
sistema di numerazione dalla possibilità di una espressione mediante 
successioni di cifre che almeno da un corto posto si riproducono pe- 
riodicamente. 

Segue da ciò che le successioni di cifre che non presentano tale 
periodicità esprimono numeri irrazionali trascendenti, ovvero alge- 
brici di grado superiore al primo. 

È noto altresì il difetto dell'ordinario sistema di numerazione 
nella rappresentazione dei numeri razionali, potendo a due succes- 
sioni diverse di cifre, corrispondere uno stesso numero razionale. 

Comunemente, però, non mi sembra rilevata la mancanza di tale 
indeterminazione per i numeri irrazionali. 

In questa nota, io mi propongo di mostrare come ogni irrazio- 
nale ammetta una sola rappresentazione per mezzo di successioni di 
cifre senza periodicità. H 

Per maggior chiarezza, inoltre, farò precedere una esposizione si- 
stematica della nota rappresentazione dei numeri razionali. 

2. Siano: b (base del sistema di numerazione) un numero intero 
maggiore di 1, e ci numeri interi non negativi, ne superiori a b — 1. 

Una serie della forma 

'Ycib-' = c_„ò" + c_B+i6"-' + . . . + ^0 + cj)-' + rsi-« + . . . , 

is-n 

potendo sempre dedursi dalla progressione geometrica decrescente: 
'IT b-' = b^ + b^-' + . . . + 1 4- 6-' + 1-'+ . . . = r^ ' 

moltiplicandone i termini rispettivamente per quelli della succes- 
sione Ci, limitata superiormente da b — 1, è convergente assoluta- 
mente e quindi definisce un numero reale. 

Ordinariamente questo numero reale si rappresenta con l'alli- 
neamento 

C-n C-nfi . . . Co , (?i Ca Cs . . . 

Una serie della forma indicata, in cui b e ci siano sottoposti alle 
accennate condizioni potrà brevemente chiamarsi la serie di base b, 
corrispondente alla successione di cifre ci. 



(1) I prof. H. Weber ed I. Wellstein nella loro " Encyklop&die der elementar-mathematik , 
(Ersfcer Bande, Leipzig, B. G. Teubner) con metodo diverso e con diverso fine trattano lo stesso 
argomento senza far risaltare Taccennata unicità. 
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Intanto si può dire che 

I). Ogni serie di base b, corrispondmte ad una data successione di 
cifre, definisce un numero reale. 

3. Una serie di base b, è periodica^ quando la successione di cifre 
a cui essa corrisponde è tale che, almeno a cominciare da un certo 
posto, le cifre si riproducono costantemente e nello stesso ordine. 

Si prenda a considerare una serie periodica di base 6, con Vanti- 
periodo CiC2.. .Cp e col periodo c^+i Cp+a . . . Cp+r. Se R è il numero 
reale che essa definisce, si ha: 

R = C-n C-u+i . . •CoiCiC% . , .Cp Cp+i Cp+8 , 

ossia successivamente 



• ^p+r <?p+l ^p+S • • • ^p+r ' 



R = S' e, b-' + (1 + b-' + *-* + •• f^'ci b-*. 



ed 



i=p+i 



Ijp Jr I=n4-r 
l=-n 0^ 1 i = p+l 



che è un numero razionale. 

4. Reciprocamente: dato un numero razionale R, basterà ripetere 
i noti procedimenti di aritmetica, per stabilire che esso è sempre la 
somma di una serie periodica di base b. 

Se d e il denominatore di R, con successive divisioni possono de- 
terminarsi dei sistemi di numeri /r, Ci,C2...ct... ed rt,r2,i8...n+i..- 
in modo che si abbiano le relazioni 

dR = dh + rt, 

bri = Cid -f fa , 
èr» = c^d + ra , 



con le condizioni 
Essendo 

si avrà 



bn = Cid + rt^i 

ri<d per t = l,2, 3, . . 
bri ^ Cid e d > ti , 



cioè a dire nel sistema di base 6, le Ci sono cifre. 

Inoltre, eliminando ri,ra,...n tra le prime ^ + 1 delle (1) si ot- 
tiene 

B. = fc + c,b-' + c,b-' + .,. + ctb-'+'-^b-\ 

Nel caso in cui nessuno dei resti n sia nullo, siccome per ogni e 
positivo arbitrario si può determinare un indice v in modo che sia 



6-^<$- 



n^ 
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per tutti gli indici ^ > v, la serie di base b 

Ci ò-* + ckò-*+...+Ct *•-* + ... 
sempre convergente, ha per somma B — k, onde si potrà scrivere 

E. = i, Ci Ca . . . Ct . . . 

Lo stesso avviene evidentemente nell'altro caso, in cui qualcuno 
dei resti, e quindi tutti i successivi, siano nulli. 

In virtù delle condizioni n < t2, e delle relazioni {V^ in entrambi 
i casi la serie ottenuta e periodica. Dunque: 

II). Condizione necessana e sufficiente affinchè un numero reale aia 
razionale, è che sia rappresentabile per mezzo di una serie periodica di 
base assegnata, 

5. Per altro si noti che uno stesso numero razionale può ammet- 
tere diverse rappresentazioni in un medesimo sistema. 

Così, nel sistema decimale, le serie periodiche 

1,000... 

0,999... 
rappresentano entrambe 1. , 

Però da ciò che segue risulterà che questa indeterminazione si 
limita ai soli numeri razionali. 

6. Ricerchiamo le condizioni affinchè una serie di base ò, con- 
verga allo zero, ossia che si abbia 

= S*ci«-*. 

Ove esista, sia Ck la prima delle cifre <;i,C8,C8... non nulla. 
In corrispondenza al numero positivo Ck&'N potrà determinarsi 
un indice v tale che sia 

Ci i-* + ca *-« + ... + Cn 6-" < (Tk b-\ 

per tutti gli « > V. 

Scegliendo, se occorre, n > k^ potrebbe aversi 

il che, nessuna delle ci essendo negativa, è assurdo. 
Segue che dev'essere 

^1 = Ci = <?8 = . . . Ck = . . . = 0, 

e si conclude che ^ 

III). Affinchè una serie di base b converga allo zero, occorre e basta 
che siano tutte nulle le cifre a cui essa corrisponde. 

7. Si osservi che la dimostrazione precedente può adattarsi al 
caso più generale di una qualunque serie di potenze di Ò*\ a coef- 
ficiente Ci, che costituiscano soltanto una successione limitata di nu- 
meri non negativi. 
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8. Deduciamo da ciò le condizioni affinchè due serie di base b: 
OjCiCìCb e 0, e\ c'% e « . . . 

rappresentino uno stesso numero reale minore di 1. 

Qui limitiamo le nostre considerazioni a due serie corrispondenti 
a numeri minori di 1, giacché si vede subito che l'uguaglianza di 
numeri maggiori di 1, si scinde in quella delle parti intere od in 
quella delle parti non intere. 

Sia dunque 

lai» iis» 

S c,/>-' = S c',6-'. 

i=l i=l 

Siano ancora (^ e c\ le prime cifre differenti nelle due serie e 
supponiamo per fissare le idee Ck>c'k. 

Essendo Ci = c'i , ca = c'a, . . . Ck-i = e k-i , avremo 



= 



Ck 



gk I C\i^\ gk+l I gkH-i Ck-h2 



dì cui il secondo membro non e una serie di base h nel senso definito 
precedentemente^ poiché dal secondo termine in poi iiulia assicura 
che ì termini siano tutti non negativi. 
Però se si osserva che 






1 



si potrà scrivere 

^ gk — g'k — ^ ^. ^ — 1 H~ ^+1 — g'v+i 1^ ^ — 1 + Ct .1 ^ 



c\^t 



^k -r ^k+i - -r ^t+i, +-^ 

Ne anche questa in generale è una serie dì base b\ tuttavìa si 
può ad essa riferire Tosservazione del num. precedente, perchè dalle 
condizioni 

c'k < Ck, e'i ^ è — 1, e Ci ^ 

per tutti gr indici i>^, seguono Io altre 

Ck — c\ — 1^0, h — 1 + ct — c'j ^ per i > k. 
Allora si deduce che deve aversi 

Cu — c'te — 1 ^ e h^\-\-€i — c'f = per i > t, 
ossia 

e 

ci^c\-\-b — \ per i > l\ 

D'altra parte le c\ non superano h — 1, quindi deve essere neces- 
sariamente 

cj = e c'i = i ™ 1 
per ogni t> h , 

Si può, dunque, concludere che se due serie di base h 

0, Ci Ta Ci . . . J 0, c\ e s e a . . . 
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rappresentano uno stesso numero leale deve essere possibile deter- 
minare un indice k in modo che sia 



c'i = Ci per i < A", 

Ci = Ci — 1 per i = /i , 
e, =0 
c'i 






Reciprocamente le due serie di base h 

0, Ci c« . . . Ck-i Ck . . . 

0, Ci Ca . . . Ck-i — 16 — li — 1... 

rappresentano evidentemente lo stesso numero reale, onde abbiamo 
il teorema 

lY). Condiziotie necessaria e sufficiente affinchè due serie di base b 
rappresentino uno stesso numero reale, è che, almeno in un posto, le cifre 
corrispondenti differiscano di una unità, e le successive siano tutte nulle, 
tutte uguali ah — 1. 

9. È notevole che le serie di base ò, corrispondenti ad uno stesso 
numero sono periodiche, opperò (n. 4) che questo numero è razionale. 

Pertanto dal teorema precedente si deduce la conseguenza: 

V). Ogni numero irrazionale ammette una e soltanto una rappresene 
tazione in serie di base b. 

G. MlGNOSI. 

Maggio 1907. 



■-m^^^^m^ 



L'ASSOCIAZIONE " MATHESIS „ 



In segaito a quel che fu scritto nel numero precedente di questo * Periodico , 
W]iXVA99Qeiazione Mathesia, sono pervenute alla direzione le lettere che qui pub- 
blichiamo. 

Il prof. De Amicis continua a serbare il più assoluto silenzio. 

Milano, 2 Novembre 1907. 
Chiarissimo sig. Direttore del Periodico. 

Già fin dallo scorso Luglio, visto che si faceva ancora attendere il nur 
del Bollettino deirAssociazione Mathesis, promesso dal Presidente prima 
il numero straordinario dello scorso Aprile, e nel quale dovevasi pub^ 
verbale della seduta tenuta il 28 Settembre 1906 a Bologna dal Gom' 
soconto dell'annata 1905-906, avevo pregato la S. V. che per doverr 
Soci volesse pubblicare nel pregiato suo Periodico almeno il re? 
non ho poi approfittato della cortese Sua adesione, si è perr^ 
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dente, indicendo l*adunanza del Comitato pel 29 Settembre a Parma, prometteva 
che in seguito sarebbe uscito il numero del Bollettino con tutti gli atti relativi 
alle gestioni 1905-906 e 1906-907. Sgraziatamente radunanza stessa andò deserta: 
il sig. preside del R. Istituto tecnico di Parma, a cui mi presentai la mattina del 
29 Settembre, mi dava a leggere una cartolina colla quale il Presidente del Co- 
mitato scusava la sua assenza per una indisposizione che lo aveva costretto a 
lasciar Parma prima della fine del Congresso. Essendo solo non mi restava che 
tornare a Milano. 

Ora però, siccome la pubblicazione del Bollettino si fa sempre attendere, per 
tranquillità dei soci e per mio sgravio Le rinnovo la preghiera di pubblicare il 
resoconto degli anni 1905-906 e 1906-907, che Le accludo ; in attesa che il Presi- 
dente si decida a pubblicare il resto e ad indire la votazione per iscritto sulla 
proposta riforma dello Statuto della Mathesis giusta Tarticolo XIII dello Statuto 
stesso; non che la elezione dei membri del Comitato ora mancanti. 

Mi creda con osservanza 

devotÌ8SÌ9no 
Gaetano Ridoni. 



Rendiconto finanziario della '' Associazione Mathesis ,, 

PER L'ANNO SOCIALE 1905-906 
dal 30 Giugno 1905 al 1^ Luglio 1906, 

Attivo. 

N. 54 quote a L. 6 L. 324.— 

, 80 quote a L. 5 (Soci del Periodico) 400,— 

, 9 tasse d'ammissione a L. 4 , 36, — 

Totale L. 760. -r 
Deducesi passivo 634,12 

Rimane un attivo di L. 125,88 

Passivo. 

Disavanzo di Cassa al P Luglio 1905 L. 62,53 

Spese del Presidente a Milano , 18,39 

Spese postali del Segretario 1,65 

Ài tipografo Tamburini pel Bollettino (n. 1-2) „ 285, — 

Vaglia tipografia Artigianelli Torino (firmato Bettazzi) . . , 8,50 

Altre spese postali del Segretario , 3,45 

Al tipografo Tamburini pel Bollettino (n. 3-4) ..!.., 165,— 

Alla Società tipografica di Forlì (firmato De Amicis) . . . . , 43,50 

Spese del Presidente a Forlì ,46,10 

Totale L. 634.12 

Bologna, 28 Settemlvc 1906, 

Il Segrei a rio - Econ om o 
G. Riflowr. 
V.'^ Il rresidenit 
Firm. E. Dis A vie in. 



.v/'M' 
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Rendiconto finanziario della '^ Associazione Mathesis ,, 

PER L*AKNO SOCIALE 1906-907 
dal 30 Giugno 1906 al 31 Luglio 1907, 

Attiro. 

Avanzo del Rendiconto precedente L. 125,88 

Quota Fabbri 1904-905 a L. 3 (perchè L. 7 spedite alla Direzione dei 

Periodico) , 3,— 

N. 50 quote a L. 5 (Soci del Periodico) , 250,— 

, 12 quote a L. 6 , 72,— 

, 1 tassa d*ainniissione , 4,— 

Totale L. 454,88 
Dedacesi passivo , 81,90 

Totale attivo L. 872,98 



PagsiTo. 

All'editore Tamburini per stampa Numero straordinario 

Spese postali del Segretario 

Per N. 2 quote del Socio Gal lucci già segnate a L. 6 nel Bilancio pre- 
cedente, mentre sono a L. 5, perchè socio del Periodico 



76,- 
3,90 

2.- 



Parnia, Settembre 1907. 



Totale L. 81,90 

Il Segretario Economo 
G. Risoni. 



N. B. — Manca il visto del Presidente, perchè assente dall'adunanza che do- 
veva essere tenuta a Parma. Manca perciò nel passivo anche la nota delle spese 
dello stesso Presidente. 



Notizie relative ai Soci. 

Dall'Aprile 1906 a tutto Ottobre 1907 hanno pagata la quota 1904-905 i soci: 

Brambilla, Brattino, Barali Forti, 0ras9it Murer, Oseletto, Patrassi, Tre- 
montani. 

Hanno pagato la quota 1905-906 i soci : 

Benedetti, Bernardi Francesco, Bisson, Brattino, Burali Forti, Bussagli, Ca- 
samassima, Conti, Costami, Denti, Di Dia, D'incà Levia, Fabbri, Grassi, Ingrami, 
Marini, Murer, Oseletto, Hindi, Scarpis, Storchi, Tremontani, Trevisan, 

Hanno pagato la quota 1906-907 i soci : 

Arnaldi Italo, Bettazzi, Bettini,' Bisson, Boecardini, Borio, Bosi, Burali Forti, 
Bussagli, Castellano, Castelli, Catania, Ceretti, Ciabò, Costami, Cozza, Dainelli, 
Di Dia, D'Incà Levis, Fellini, Ferrari Carlo, Fiorentino, Foschi, Gallticci, In- 
grami, Lazzeri, Lucarini, Marini, Misani, Molo, Neppi Modano, Oseletto, Pala- 
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tini, Pirondiniy Riboni, Busso, Sadnn, Sforza, Testi, Trsves, Vaceavi, Cipolla, Ka- 
tucci, Bernardi Giuseppe, Giudice e il nuovo socio Domenico Giordano del R. Gin- 
nasio Umberto I di Ragusa in un colla tassa d'ammissione. 

Ha pagato la quota 1907-908 il socio Vaeeari, 

Si pregano vivamente i soci morosi a volersi mettere in regola colla Cassa. 



Caro Lazzeri 



Torino, 14 Novembre 1907. 



Giacché neirultimo numero del Periodico tu risollevi colla tua lettera la scot- 
tante questione della Mathesis, permetti di fare una dichiarazione anche a me, che 
avendo ideato e poi fondato col povero Lugli e col Giudice l'Associazioue e aven- 
dola presieduta per parecchi anni, l'ho vista con gran dispiacere avviarsi alla morte. 

Io desidero che si sappia che prima del termine dello scaduto anno sociale 
(non ricordo la data precisa) mandai le mie dimissioni da socio, motivate da una 
lettera che domandai al Presidente prof. De Amicis di pubblicare nel più pros- 
simo numero del Bollettino, il quale, peraltro, non venne mai. Essendo perciò 
mancata questa pubblicazione, ci tengo a far sapere ai mici colleghi che io mi 
dimisi dalla associazione perchè essa non funziona più secondo lo Statuto, non 
avendo un capo regolarmente eletto, e non pubblicando più né Bollettini nò ver- 
bali di adunanze del Comitato. 

Questo desidero si sappia perchè, non essendo stato mai annunziato neanche 
il mio ritiro da membro del Comitato, non voglio che sembri pesare anche su me 
la responsabilità dell'attuale deplorevole stato di cose. 

Alla Mathesis riordinata o alla nuova Associazione vagheggiata son pronto 
a dare il mio nome e l'opera mia, come volonterosamente le ho date alla Ma- 
theaia ora morente, la quale poteva pur fare ancora del bene ! 

Ti ringrazio e ti saluto affettuosamente. ^/f.*"^ 

R. Bbtaszi. 



15 Novembre 1907. 
Chiarissimo Signor Professore, 

Ho letto nell'ultimo fascicolo del Periodico, le sue dichiarazioni relative al- 
l'Associazione Mathesis. 

Le ragioni del decadimento di questa, più che nell'indolenza di alcuno del 
Comitato, credo siano da ricercarsi nell'esser venute a mancare in gran parte le 
cause che dettero origine alla Società stessa. 

I vecchi libri di testo sono stati quasi dovunque sostituiti da trattati ispi- 
rati a anni critoit dol rigoro scientlfìcD o delle esigonzo didattiche, i Professori 
escono cf^tie Università con sufficìenta cultura, e si addoatrano continuamente fiuì 
periodici di matematica elementare, tielle quiatioiii didattiche, o anche i programmi 
si sono andati via via migliorando, per opera specialmente della Math(>sis, 

Volendo che questa vtveasi^ di vita rigogliosa altri campi dovrebbero dunque 
aprirsi BH'attività sociale; e poicliè lo scopo 'd<3lla i^ocìetà^ coinunqiìe allargata^ 
deve restare preminenteuiente educativo* ed esplicarsi in special modo coll'accre- 
scer la cuiturn degli insegnanti, mi sembra che non siano da dispreizarsi le se- 
guenti proposte, già da me comunicate ai prof. Conti e Riboni. 
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V. Dedicare la massima parte del Bollettino alla rassegna dei principali pe- 
riodici di matematica* italiani e stranieri, in modo che anche i soci lontani dai 
centri di studio possano aver notizia delle principali pubblicazioni, per procurarsi 
quelle utili nel campo speciale a cui dedicano i loro studi. 

2^. Procurare che i soci, in qualunque residenza, possano ottenere in prestito 
dalle biblioteche Governative i libri occorrenti, con opportune restrizioni e sotto 
determinate condizioni. 

3^ Iniziare la Biblioteca Mathesis, e pubblicare via via, le opere dei soci che 
vengano giudicate degne di pubblicazione e per la loro natura non siano facil- 
mente pubblicabili negli ordinari Periodici, o inseribili negli Atti delle Accademie. 

Con ossequi, mi confermo 

Suo dev.^"* 
A. Natucci. 



RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 731 



T3l* Sin (C) una curprt piatm; la noì'tttnh in ntt punto AT di questa mfpft 
tncotiiri Oj in N', le parallele a Ox e MN' traùCtatt ptr t punti M if? riitpettì- 
pamentB s' ineontrinù in R» D$terminare (Cj con la condizione che sia HN' = OM« 

J* Ross. 
Risoluzione de) tig^ ScalabHni, R, U. d< Pa¥ia. 

Essendo -/- il coei!ìcjetitB angolare della tangente in M (op, y) alla curva 
richiestai si vede subito che 






X H- Y = 0, X = ;i; 



Bono le equazioni rispetti vanirti te delle rette OR, MR; per cui le coordinata 
di R SODO 



donde 



Per la condizione postn dal problema deve esserd 



ffrfy ± xdx = 0, 

dy X 

-r-=±—. 



(1> 



djE. y 

Integrando questa equazione differenziate, si trova 

y^±x^ = i'\ 
Dunque la curva (C) è o un circolo di centro 0^ o un' iperbole equilatera pure 
di centro 0^ avente le rette j^, y' per asdL 

Allre risoluzioni dei slgg. De Bef, R. Accademia NaYale e Vacchl, R. U. di Bologna. 
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QUISTIONI PROPOSTE 



739. La tangente in un punto M d'una curva piana (e) incontra 
Tasse Oy in T e la parallela alla normale condotta per T incontra 
l'asse Ox in S. Determinare il luogo dei punti di regresso delie 
curve (e) tale che la superficie del triangolo OTS sia costante. 

J. Rose. 

740. S'indichino con T, T' i punti d'incontro della tangente ad 
un'ellisse in un punto variabile M con gli assi. 

r. Il luogo dei baricentri di ciascuno dei triangoli OMT, OMT' 
è una quartica. L'area limitata fra ciascuna di queste quartiche ed 
il suo asintoto è i di quella dell'ellisse. 

2^. Le quartiche luoghi dei centri dei circoli circoscritti ai trian- 
goli OMT, OMT' hanno proprietà analoghe. 

3*. I luoghi degli ortocentri dei triangoli OMT, OMT' sono ellissi. 

741. L'aree racchiuse fra le tre curve rappresentate dalle equa^ 
zioni : 

a« la* ^ 6'j 6» -"' 

-^ + -^-1 = 0, 
a' ' y' ' 

*('-$)-(^-^r=o. 

e i loro asintoti sono rispettivamente 

nab , 2nab , dnab. 

E. N. Barisiek. 
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Prof. Alberto Conti. — Elementi di calcolo Idterale por la 3* classe 
tecnica, Eolognfli Zanichelli, — L. L 

Gli elemepti di algebra cbe aMnsegnano nella Z^ classe tecnica, Don Ji&nno e 
noD possono avare altro scopo, che di fornire un valido sussidio per la risoluzione 
dei problemi aritmetici. Ora le generalità relative ai ntniierì negativi, e alle ope- 
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razioni sui polinomi, ecc., che si espongono nelle prime pagine di tutti i tratta- 
telli in uso, mentre fanno perder di vista il fine principale, non costituiscono una 
preparazione razionale allo studio delle equazioni. Perciò ci sembra che abbia 
fatto molto bene l'A., interpetrando giustamente una delle domande del noto Qni- 
stionario, a procedere immediatamente alla risoluzione delle equazioni e dei pro- 
blemi, coordinando via via che se ne presenta l'opportunità, le altre parti allo 
studio di esse. 

L'alunno viene così a comprendere subito la grande utilità di questa nuova 
parte delle matematiche, e osservando la facilità con cui gli permette di risolvere 
problemi che prima gli apparivano complicati e difficilissimi, se ne interessa 
vivamente. i 

Lo scopo è dunque buono, ma non meno buono è il modo con cui VA. ha cer- 
cato raggiungerlo, superando felicemente le difficoltà, specialmente di coordina- 
zione, che gli si sono presentate nel tracciarsi questa nuova via. 

Utilissimi i preliminari, in cui si riassumono i concetti principali che stanno 
a base dell'aritmetica, si danno alcune nozioni sull'uso delle operazioni (parte 
questa in cui sono molto deficienti quasi tutti i libri d'aritmetica), e si espongono, 
come in un prospetto, le relazioni esprimenti le proprietà delle 4 operazioni e 
delle potenze. Poiché non tutte sono note all'alunno, e anche di quelle poche che 
conosce non gli è stata data una dimostrazione, l'A. chiede che se ne convinca 
mediante semplici verifiche, aspettando a acquistarne la conferma teorica nel se- 
guito degli studi. È questo certamente un inconveniente, e dipende dalla neces- 
sità di dare nozioni d'algebra senza la necessaria preparazione. Tuttavia l'A. me- 
rita lode per aver avuto cura di enunciarle, senza servirsene implicitamente come 
si fa in tanti altri libri. 

Entrando in argomento, stabilito con numerosi esempì il concetto d'identità, 
l'A. mostra come le equazioni risultino direttamente dallo studio dei problemi. 
Classifica a quest' uopo i problemi a un'incognita in 3 tipi, a seconda delle rela- 
zioni che l'incognita ha coi dati, e impianta le equazioni che traducono l'enun- 
ciato. Premessi i principi relativi all'equivalenza, mostra con numerosi esempi, 
tolti da problemi, come coU'applicazione di essi e delle proprietà delle operazioni, 
riassunte in principio, si possa risolvere ogni equazione di 1^ grado a un'inco- 
gnita. Enuncia infine la regola generale, avvertendo e mostrando con esempi, come 
non sempre convenga seguirla a puntino. 

Accenna anche ai problemi indeterminati, o impossibili, o tali che la solu- 
zione non abbia nessuna ragionevole interpetrazione; e ciò che è più utile, mostra, 
sempre con esempi, la convenienza di usare la risoluzione algebrica invece del- 
l'aritmetica, nei problemi del 2^ e del 3° tipo. 

Nel Capitolo III, dalla considerazione di problemi in cui compariscono gran- 
dezze dotate di doppio senso risulta l'opportunità d'introdurre i segni -fé—, per 
indicare il senso delle grandezze stesse: si nota opportunamente come questi segni, 
premessi ai numeri, si possano anche considerare come simboli operativi. Estende 
ai numeri con segno le proprietà dell'uguaglianza, della disuguaglianza e delle 
operazioni, già stabilite per i numeri interi e frazionari, valendosi del principio 
di permanenza delle proprietà formali, della cui applicazione l'alunno ha già avuto 
esempio a proposito dei numeri frazionari. Anche qui, l'A. non potendo dimostrare 
la validità di tali proprietà, consiglia il lettore a convincersene mediante verifiche. 
Passa quindi a definire le operazioni dei numeri con segno, ed estende i concetti 
d'identità e d'equazione, mostrando come l'introduzione dei numeri negativi per- 
metta di semplificare i principi fondamentali- della risoluzione delle equazioni e 
la regola relativa. Il capitolo IV è una breve trattazione delle espressioni alge- 
briche intere e frazionarie, e delle relative operazioni. 

L'appendice si riferisce ai sistemi di più equazioni di 1^ grado con altrettante 
incognite. Anche qui risulta da problemi la necessità di considerare tali sistemi, 
e si espongono in modo semplice i principi relativi all'equivalenza e i vari me- 
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iodi d'eliminazione. Una buona raccoliina d'eBercizi e di problemi completa il 
volumetto, il cui pregio principale consiste, a parere mio, nelFesser dedicato per 
tre quarti alla risoluzione dei problemi. Esso è degno d'esser preso in buona con- 
siderazione da tutti gì' insegnanti, perchè è ben diverso dai soliti sunti, o com- 
pendi, o raffazzonamenti di trattati, che vengono proposti come libri di testo per 
la 3' classe tecnica. 

A. Natucci. 



Angelo L. Andreini. — Sfere cosmografiche e loro applicazioìie alla 
risoluzione di problemi di "Geografia Matematica». Un voi. di 
pag. xxx-328 con 12 incisioni. Milano, Ulrico Hoepli, editore. — L. 3. 

Lo scopo di questa nuova pubblicazione è presto detto. 

Le Sfere cosmografiche (globi celesti e terrestri e sfere armillari) ritenuti da 
molti quali semplici apparecchi rappresentativi, servono invece alla risoluzione di 
svariatissimo ed importanti questioni (molte delle quali di indole pratica) intorno 
alla Geografia Astronomica e Geodetica, senza che sia necessario di ricorrere a 
formule ed a dimostrazioni strettamente matematiche. 

Di più che 400 problemi sono dati gli enunciati e le relative soluzioni senza 
contare gli altri numerosissimi che lo studioso, colla guida dei primi, può facil- 
mente risolvere da sé. 

L'introduzione storica che forma l'oggetto della prima parte, mette al cor- 
rente il lettore sulla importanza, che questi apparecchi hanno avuto in passato, 
e su quella che possono avere anche oggi specialmente per coloro cui fa difetto 
una larga cultura matematica, mentre le nozioni fondamentali, che fanno seguito 
alla detta introduzione, Io instruiscono sui più minuti particolari intorno alla for- 
mazione e all'uso delle sfere e degli altri apparecchi cosmografici. 

11 chiaro ed esteso indice sistematico ed i vari indici alfabetici, dei quali è 
corredato il Manuale, servono efficacemente a ritrovare con speditezza tutti i pro- 
blemi relativi ad un determinato argomento ; e le sette tavole numeriche poste in 
fondo, oltre che poi problemi del testo, presentano non poca utilità anche di per 
so stesse. 

11 lavoro, per quanto fondamentalmente matematico, è dettato in forma chiara 
e piana in modo da riuscire accessibile anche a coloro che di questa scienza nou 
posseggono che i primi principi. 

Siamo quindi pienamente convinti che gl'insegnanti, gli studiosi ed i dilet- 
tanti di cose geografiche possono trarre dalla lettura di questo Manuale, larga 
messe di utili cognizioni ed acquistare la maggiore familiarità con tutte le que- 
stioni di Geografia matematica, le quali oltre che per l'insegnamento possono 
riuscire profìcue anche in alcune applicazioni pratiche nella vita comune. 

E poi inutile aggiungere che anche per questo Manuale la Casa Editrice ha 
saputo, come sempre, conseguire eleganza e nitidezza tipografica. 



MiNEO Chini. - Ordinario nel R. Liceo Andrea D'Oria. - Incaricato 
nella R. Università di Genova. — Lezioni di Algebra ad uso dei 
Licei (secondo gli ultimi programmi ministeriali). Voi. L Livorno, 
Raffaello Giusti, 1908. — L. 1,80. 

Senza stare ii fare ara un esame mimiti> di questa opera, (da linviarsi a 
rjuando essa si aarà potute usare neiJit «ìcuuial mt piace di pre^sen tarla senza in- 
dugio ai niiei collegkif perclié possuuo pLoHltaruG nell'anuo scolastico che sta 
per principiare. 



1 

i 
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Non ne parlo come di un lavoro organico, giacché, dovendo eesa servire alla 
1* liceale, è stata modellata sui programmi ministeriali per quella classe, dei 
quali ognuno conosce la... iniquità; ma, quanto allo svolgimento di quelli, non 
esito a dichiararla un libro fatto benisBimo e adatto alla scuola. 

La materia vi è svolta con ordine, chiarezza, sobrietà e spigliatezza di forma, 
assieme ad un rigore che non si smentisce mai — cosa, quest'ultima, essenziale, 
giacché i programmi attuali sono una continua tentazione di far le cose alla buona. 
11 necessario c'è tutto, ma non c'è nulla di più: salvo qualche breve paragrafo 
qua e là, che T insegnante potrà fare o no, secondo il genere degli scolari coi 
quali avrà da combattere. 

Dei miglioramenti da introdurvi potrei indicarne senza dubbio : chi non trova 
da ridire ... nei libri degli altri ? Ma avverto subito che non si tratta di cose 
di sostanza. Tralasciando le osservazioni minute e da microscopio, alle quali è 
inadatta questa rapida recensione, noto soltanto che, a mio credere, converrebbe 
arricchire la magra raccolta di esercizi e problemi, dando inoltre esempi di eser- 
cizi già risolti e di problemi già intavolati, e aggiungere in un maggior numero 
di noticine quei consigli di indole pratica che servono ad impedire ai giovani di 
cadere negli errori più usuali: cose queste che hanno resa così ben accetta nella 
scuola l'ottima Algebra del Nassò. Così pure io credo che il libro si avvantag- 
gerebbe sotto l'aspetto didattico, se in principio delle Definizioni, dei Teoremi, 
delle Regole^ fossero scritti in carattere distinto questi loro nomi, perchè sa chi 
ha pratica di scuola quanto gli allievi si sentano aiutati da queste parole in grosso 
carattere, che spezzano le pagine, permettono di meglio orientarsi, e rendono più 
agevoli le ricerche e le revisioni rapide^ 

Non ho che da esporre due voti terminando. Il primo è che i colleghi facciano 
buon viso a quest'opera coscienziosa, della quale non potranno avere che a lodarsi 
nella scuola; il sacondo è che quest'opera divenga presto inadatta alla 1' liceale, 
perchè l'On. Ministro, pentito una buona volta del male che fa al Liceo mante- 
nendo gli ordinamenti attuali, abolisca l'infausta opzione fra il greco e la mate- 
matica, regolarizzando i programmi. Questo secondo voto, l'autore che è uomo 
di spirito, sarà pronto a far suo: perchè se si attuasse, egli, che come insegnante 
sarebbe il primo ad esserne lieto, ha tanto ingegno e tanta attività, che invece 
di darci la 2* edizione del testo attuale, ce ne preparerà un altro adatto ai pro- 
grammi tornati ragionevoli, del quale si potrà dire il bene che oggi si dice di 
questo. 

Torino, 11. ottobre 1907. 

Rodolfo Bbttazzi. 



Veronese con la collaborazione di P. Gazzaniga. — Nozio7ii di geo- 
metria intuitiva ad uso delle scuole complementari. 

L'illustre senatore Veronese mostra coll'esempio come sia compito dello scien- 
ziato che voglia essere un vero maestro, indicare quale è la via che si deve 
seguire nell'insegnamento fino dai primi rudimenti per giungere alle cime più 
eccelse e dopo avere dato largo contributo al progresso degli studt geometrici non 
sdegna l'ufficio più umile, ma non meno importante, di preparare buoni libri per 
tutti gli ordini di scuole secondarie. 

Del nuovo libro testé pubblicato crediamo non si possa render conto meglio 
che pubblicando la parte sostanziale della prefazione, che è la seguente: 

Caratteri fondamentali di questo libro, come delle Nozioni ad uso dei Ginnasi, 
sono questi: le varie proposizioni geometriche sono enunciate solo per le figure che 
corrispondono ad oggetti che si possono direttamente osservare^ quindi esclusione 
sino dal principio di rette, di piani e di spazio illimitati, l'introduzione sistema- 
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iica dei quali spetta ed è riservata ai corsi di Geometria razionale. Le proposi" 
zioni stesse sono sottoposte a constatazione o alla verificazione sperimentale, ricor- 
rendo ora al trasporto di oggetti ora all'uso di particolari istruinenti (riga, riga 
graduata, squadra» compasso, carta da lucidi carta millimetrata ecc.), ed ora ad 
acconcie operazioni e facili costruzioni elementari; non si danno proposizioni sotto 
forma logicamente determinata, mt^ BÌ ricorre alTimagine delle figure per dar loro 
nomi opportuni, per rilevare le loro più ovvie proprietà e stabilire i principali 
criteri che servono a differenziare le une dalle altre; pur cercando di Ha re agli 
enunciati una forma piana accessibile e adatta agli scolari ai quali il libro è de- 
stinato, esso non contiene quindi né postulati, uè generalmente proposizioni sotto 
forma di teoremi; è un trattato sperimentale, che, come le sopra ricordate No- 
zioni ad uso dei ginnasi, si distingue dagli altri del genere. D'altro canto si è 
cercato che il libro abbia non soltanto uno scopo pratico, come sarebbe un libro 
destinato ad artigiani o a scuole professionali, ma serva di utile preparazione 
all'insegnamento della Geometria razionale, cosicché quando lo scolaro dovrà 
intraprenderne lo studio in altri corsi, nulla debba essere corretto o rifatto di 
ciò che qui gli si apprende; nessun concetto o nessuna regola debba trovarsi 
anche in apparente contrasto coi concetti, colle definizioni o colle regole succes- 
sivamente impartite nell'insegnamento razionale. Ed è anzitutto utile che i po- 
stulati ed i metodi di questo insegnamento trovino il loro naturale fondamento 
nelle proposizioni date in questo libro. Chi sa quanto sia difficile sradicare dalle 
menti giovanili nozioni inesatte e involute, già apprese nei primi rudimenti e per 
la prima volta, comprenderà quanto studio e quanta cura debbono porre in ciò 
autori ed insegnanti. 

Il metodo qui usato è per lo scolaro potentemente suggestivo, perchè non lo 
obbliga a seguire passivamente un ragionamento, ma esige sempre la sua attiva 
collaborazione, invitandolo con gli oggetti e con le figure che gli stanno dinanzi 
a confrontare, a costruire figure, a fare ogni momento verificazioni, cosicché egli 
finisce non solo per vederne l'utilità pratica e per prendervi interesse, ma per 
sentire vivamente il bisogno, dopo, avere constatato che una tale proprietà di una 
figura è così, di sapere anche perchè è così, laonde il metodo sperimentale qui 
adottato serve, come ben deve essere, di utile preparazione al metodo razionale. 
Ed è appunto per non lasciare del tutto insoddisfatta la naturale curiosità che 
questo metodo farà sorgere nello studioso, che in certi punti del libro (là dove 
l'opportunità Io consentiva) è data di talune proposizioni oltre che la verifica 
sperimentale, anclie la dimostrazione per via di ragionamento (sebbene per sommi 
cenni), traendo profitto poi di ciò per segnalare e confrontare i due differenti me- 
todi di insegnamento della Geometria: il metodo sperimentale ed il metodo ra- 
zionale. 

Conserviamo nel titolo del libro il nome di Geometria intuitiva, per indicare 
il contenuto ed il metodo del libro. Secondo noi l'intuizione spaziale pura non 
esce dai confini dell'osservazione diretta per quanto idealizzata, (') ma fosse anche 
una forma a priori del nostro spirito, il geometra non può ammettere che il 
minimo di verità che i vari sistemi filosofici sulla teoria delle conoscenze mate- 
matiche concedono, e che tutti devono riconoscere- come esatte, quali quelle che 
derivano dai semplici fatti della pura osservazione del mondo esteriore, basata 
sui nostri sensi. 



(1) Vedi: A. // v«ro nella matematica. Padova, nov. 1905. 

^iìr «tii impiÉMin In tnttmifitntt di^iMme geometrieiie «stratte eh« appaiono tra8«endero ì 

limiti deiresperienza. 
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i. Consideriamo un triangolo ABC. Preso nel suo piano un punto 

qualunque P, denotiamo con Àp, 6p, Cp, rispettivamente, i punti in 

cui le rette AP, BP, CP incontrano i lati BC, CA, AB e con «p, %, yp 

1 . , . .. ... BAp CBp ACp 

1 valori dei rapporti semplici ttt-*^ > xr » ne ' 

II punto P suddetto spezza poi il triangolo fondamentale in tre 
triangoli BCP, CAP, ABP, la somma de' quali è, in ogni caso, eguale 
all'area S del triangolo ABC, purché fra essi si ritengano positivi 
solo quelli che son situati dalla stessa parte di ABC, rispetto al lato 
ch'hanno in comune con esso. Denotiamo rispettivamente con ap,P'p»Y'p 
le aree di tali triangoli. 

Finalmente, indichiamo rispettivamente con Xp^y^jZp le distanze 
del punto P da' lati BC, CA, AB del triangolo fondamentale; esse 
debbono ritenersi positive o negative, secondochè il punto, rispetto 
al lato che si considera, è dalla stessa parte o da parte opposta del 
triangolo. 

Le convenzioni fatte pel punto P valgano per un altro punto qua- 
lunque del piano del triangolo. 

2. Dati due qualunque dei numeri ap, ^, Yp> ^ individuato il 
punto P; dunque uno dei rapporti ap, Pp, Yp è funzione degli altri 
due. Una relazione tra questi rapporti ci è fornita dal notissimo teo- 
rema di Ceva: 

apppYp = — 1. (1) 

Ciò posto abbiamo 

e quindi 



Pp «T P oCp 



«p: — 3p = ?'p: — — = Y'p:l; 
da cui si ricava 

Q^v+yp+YV _y .__R — «' . 1 v' • 

^ — «p. Pp — Pp. — — Yp, 

1-Pp-- 

laonde, essendo 

aV + P'.. + Y'p = S, 
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risulta 



aD=-- 
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'-''-f. 



li P'p= 



1 — ttp — 



J » IP 



1-Pp- 



«p 



Da queste si ricava agevolmente 



a?o = - 



1-Yp- 
Inversamente si ba 



Vp- 



1 «n 



Yp 



1-?P 



(2) 



(3) 



«P = -; 



CZr, 



?P 



(4) 



*yp' ^''~ c«p ' '>^'' axp 

Notiamo ancora clie, sommando fra loro membro a inembro le (2), si 
ha la relazione 

1.1,1 



1-Yp- 



1 



I-I' 



1 — et,, — 



+ 



1-3,. -A 



1, 



(5) 



la quale, evidentemente, non è indipendente dalla (1); essa ci sarà 
utile in seguito, 

3. Xel piano dei trìatigolo ABC consideriamo ora tre punti L, M, N. 
Vogliamo determinare l'area del triangolo LMN» che denoteremo 
con i, in funzione di oci, * . - , am. , . , , otn * > . . 

Essendo T T intersezione delle rette BN^ CM, si ha: 

areaBMNC areaBMNC «rea BTC Xmin Ti x^sTa 



S area B7 C 

abbinmo poi ((3)] 
1 



S 



1— Tm — 



1 



Tn — ^ 



1 



Tt 



1-T«' 



^. 



1— Ym — 



1' 



sicché, sostituendo, 

areaBMNC 

S 

Analogamente 

area HNLA 

S 

area AIjMB _ 

S 



^ ^■" 3„ 






Avendosi poi evidentemente 

A = S — (BMNC + ClsLA. + ALME) 
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81 ricava 



1='- 



l-Y. 



1 



1 — an — 






Yi 






('— ^)('— i) {'-p-i)('-^-i) 



(6) 



Questa forinola è suscettibile di semplificazione. Per via diretta 
la semplificazione riuscirebbe assai difBcilmente; per isfuggire calcoli 
laboriosi, ricorreremo al seguente artifizio: Sommiamo la (6) con le 
sue analoghe, le quali s'ottengono da essa tenendo fisse le l,m,n e 
facendo circolare a, P, y, il che, evidentemente, è lecito; così facendo, 
giusta la relazione (5), s'ottiene 

1.1.1 



4= 



+ 



l-Yi- 



t^i 



1-P.- 



+ 



«1 



1-a,- 



+ 



+ 



1— Y" — ( 



+ 



+ 



1-pm-- 



+ 



+ 



l 



1-Yn- 



+ 



1 — «m — — 
1 '" 



P" 



1-%-^ l-=n-f 



1 — Ym — i 



(^-^■"-^K^-^--^) 



1 — an — 



Yi 



1-p.-; 



(— i)(— i) (-P-i)(^-^"-£) 



1 ttm 



Yn 



(^-'-m^-'-ìù 



1-pn- 



«1 



1-Yi- 



bm 






«Il 



1— ^"-i 



l-«i-; 



(>-r.-f:)(-r,-i) (.-.,-i)(i-..-i,) 



f^^irtJ^JÌ 



.jm 




'i r 
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Raccogliendo opportunamente^ questa diviene 



34= 



*(m Yp 



Pro — Pd 



S 



(l-^--^)(l-^--^) ^-^"•-a^)^-?--^) 



am — «n 



Tn — Yl 



(•-"■-fJ('— ^) 

3n — 3l 



(•— ^K— i) ('-f.-i;)(-f.-i) 



+ 



«n — Ci 



Yl — Yn 



Pi 3m , 



(— i)(-r.-,-^)^(.-^-i)(^-^-i) 



i?l — «r, 



Sommando per colonne, osservando che le somme delle varie co- 
lo mie sono fra loro eguali, perchè 9 ottengono Je une dalle altre fa- 
cendo circolare opportunamente le lettere^ avremo dnalmente: 

A ^ t'^" -'^"'^ + ^, '^' ~ ' "^ + p: ^'^" ~ ''^ 

— («n — ani) + — («l — Ot„) + -- [a^y — ffi) 
jt Tm T P 

-(,_„_i-)(._,.._i-)(._.,_i) = 



^ {?« -?».) + ^ (Pi - ?») + ^ {?,« - P<) 
À questa formola sì può anche dar la forma seguente: 

('-^'-Ì)('-^"'-p1;)('-'"-^t) 



(-) 



(7') 



Mediante queste formole aemplieisaìme possiamo facilmente deter- 
minare l'area d'un triangolo LMN, percorrendo ì lati d'un altro trian- 
golo ABC, preso ad arbitrio nel piano del primo; più in generale. 
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potremo calcolare l'area racchiusa da una spezzata qualunque, ope- 
rando sul triangolo ausiliare ÀBC. 

4. Quando uno o più fra i rapporti ai, ... , ^, Yn sono nulli, il che 
ha luogo quando qualcuno dei vertici del triangolo LMN appartiene 
al perimetro del triangolo fondamentale, le (7) assumono una forma 
indeterminata. Per isfuggire a tale inconveniente si può ricorrere 
alle formolo (3) e (4), ed esprimere ai,0i,...,Yn in funzione di 
^1» Vu ^ij . . . » ^n. Così facendo, si trova agevolmente 

8 haflhhc 

Questa formula può scriversi 



(8) 



A== 



S 



hjibkt 



Xl 


yi 


Zi 


Xm 


Vm 


Zn 


Xu 


2/n 


Zr, 



(8') 



Lasciamo al lettore la considerazione dei vari casi particolari, 
assai interessanti, i quali si hanno dando ai vertici del triangolo LMN 
particolari posizioni rispetto a quelli di ABC; da essi si possono de- 
durre molti teoremi, alcuni de' quali abbastanza noti. 

5. Se i punti LMN sono nlllineati è nulla l'espressione che dà A; 
viceversa, se A = i punti L, M, N sono allineati. Potremo dunque 
affermare: 

" Condizione necessaria e sufficiente affinchè tre punti L, M, N, presi 
nel piano del triangolo ABC siano allineati, è che sia verificata la re- 
lazione 

— (Yiu — Yb) + r- (Yn — Yi) + ft- (Yi - Ym) = 0, (9) 

pi pni Pn 

una analoga „. 

La condizione affinchè i punti L, M, N siano allineati, può eziandio 
dedursi dalla (8'); si ha allora: 

" Essendo x'i, y'i, . . . , z'n quantità proporzionali alle distanze dei punti 
L, M, N rfa' lati BC, CA, AB, del triangolo ABC, condizione necessaria 
e sufficieute affinchè essi punti siano allineati è il verificarsi della rela- 
zione 

x\ y\ z\ 

X'nx y'm Z'nx =0. (10) 

X n y IX Z n 

6. Nel piano del triangolo ABC consideriamo ora due punti P,Q. 
Per ogni punto X appartenente alla retta PQ sarà soddisfatta la re- 
lazione 

— (?P ~ e.) + ?x f— - — ) + ^ - -^'- = 0. (11) 

Vogliamo determinare il rapporto di partizione del lato BC, me- 
diante la retta PQ. Supponiamo, a tale uopo, che X, percorrendo la 




' — IT Ji**^ -' -^ 



'(■■ 



I . 
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retta PQ, si porti sull'intersezione di tale retta col lato BC; allora 
è px = 0, e quindi la (11) dà 



da cui 



^(Pp-P,)+^-|^=o. 



Yp — Yq 
Dunque: / rapporti di partizione determinati dalla retta PQ «ut lati 
BC, CA, AB del triangolo ABC, hanno per espressione 

1 . 1 



ip_jliq. Yp ^ Y, 



. — Yq 



«p ttq 



Pp — Pq 



Un altro punto R appartiene alla retta PQ se 

3p Ì3q Pp ^t 



(12) 



Tq 



Tp— Yr 



che, sott'altra forma, esprime la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè tre punti siano allineati. 

7. Nel piano del triangolo ÀBG consideriamo poi una retta p, e 
denotiamo con P», Pb, Pc i punti in cui essa incontra i Iati BC, CÀ, AB, 

BP CP AP 
con jPa,PbiPc i valori dei rapporti semplici "qTT » AP~' BP^" ^®' 

notissimo teorema di Menelao abbiamo 



PaPbPc = 1. 



(13) 



Per le conclusioni a cui siam venuti al n. (6),» osservando la (11), 
e facile conchiudere che 

" // verificarsi d'una delle tre relazioni equivalenti 



Pl I Ih. — 1. 
Pp + Pc~^' 



^ + -?P- = 1; £!^4-^=U (U) 

Yp ^ 2>a ' «p ' Pb ^ ' 



è condizione necessaria e sufficiente affinchè il punto P eia retta p s'ap- 
partengano. (^) 

Da qufìsLe relazioni è facile dedurre che 

" Detto li il punto d'incontro delle rette p, q, si ha 



p. 



Ph — qh 






pi. 



7h 



Ìt?ti ^ ?a 



(i5) 



il) La q^novUou* SIS dol ' Supplemento , è nn cuo putt colare di q^ne^ta propasLdoDe. 




/ . . ^/ //>->/f /; //J .'_f i rr/.-/ J/ rf ^ ^f^ 
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Quando due tiiangoli sono in tali condizioni essi si chiamano omo- 
logici; si chiamano rispettivamente centro e asse d'omologia, i punti 
di concorrenza delle congiungenti i vertici omologhi e la retta che 
contiene i punti d'incontro de' lati omologhi. 



9. Preso un punto P nel piano 
del triangolo ABC, chiamiamo al- 
gebricamente associati al punto P 
i punti Pa,Pb»Pc, definiti rispet- 
tivamente dai rapporti «p, — pp, 
— Yp' otp, Pp, Yp» *p» hp> 
Yp. V'è dunque un punto alge- 
bricamente associato al punto P, 
relativamente a ciascun lato. E 
evidente che P» può ottenersi 
da P nel seguente modo: Siano 
rispettivamente B'p, C'p i punti 
in cui le rette ApCp, ApBp in- 
contrano i lati AC, AB; le rette 
BB'p, CC'p, AAp concorrono nel 
punto Pa. Analogamente si pos- 
sono ottenere i punti Pb,Pc. Il 
triangolo PaPbPc è circoscritto ad 
ABC ed è omologico con esso, es- 
sendo P il centro d'omologia. 11 
triangolo ABC, è anche il trian- 
golo pedale di P rispetto a PaPbPc 

È facile vedere che le rette 
PQa,QPa, essendo P, Q due punti 
qualunque del piano del triangolo, 
passano per uno stesso punto Ar 
del lato BC, e si ha (n. 6) 

_ fin ^ 3.. 



Yp + Yq 
Analogamente le coppie di rette 
PQb,QPb; PQc, QPc, si tagliano 
nei punti Br, Cr dei lati AC, AB, 
e si ha 



Pr=- 



'P Tq 



ap + aq 
Si deduce 



Yr=- 



gp g|| 



i'p + Pq 



C'rprTr 



1, 



Presa una retta p nel piano del 
triangolo ABC, chiamiamo alge- 
bricamente associate alla retta p le 
rette ap, &p, Cp definite rispettiva- 
mente dai rapporti p», — Pbi — Pc; 
— Pa, Pb, — Pc; — Pa, — Pb, Pc 
Ve dunque una retta algebrica- 
mente associata alla retta p, rela- 
tivamente a ciascun vertice. £ 
evidente che Op può ottenevi dsip 
nel seguente modo: Siano rispet- 
tivamente Pb,P'c i punti in cui 
le rette che uniscono B, C coi 
punti d'incontro delle rette AP», 
CPc; APa, BPb incontrano i lati 
opposti; i punti P'c, P'b, Pa appar- 
tengono a una medesima retta ap. 
Analogamente si possono ottenere 
ftp, Cp. 11 triangolo di lati ap, 6p, Cp 
è inscritto in ABC ed è omologico 
con esso, essendo p l'asse d'omo- 
logia. 

È facile vedere che, essendo 
p, q due rette qualunque del piano 
del triangolo, i punti paq, gap sono 
allineati con A e che la trasversale 
angolare che li congiunge taglia 
il lato BC in un punto It», e si 
ha (n. 7) 

1+' 



ra = - 



^0 



Pb + Qh 



Analogamente i punti p&q, qbp; pCq, 
qcp sono allineati con B,C e si ha 






Pc -r gc 
Si deduce 



Ph__qh_ 

Pa + ^a 



rarbfc = 1, 
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e si conchiude che le rette AAr, 
BBr, CCr concorrono in un punto 
R. Diremo dunque: 

Teorema. — Le congiungenti 
ciascuno di due punti dati con Val- 
gebricamente associato aWaltro ri- 
spetto a xm medesimo lato si tagliano 
su questo lato; 

le congiungenti i punti così ot- 
tenuti coi vertici opposti al trian- 
golo concorrono in un punto. 



e si conchiude che i punti BtD Rb, 
Re stanno su una stessa retta r. 

Diremo dunque: 

Teorema. — 1 punti d'incontro 
di ciascuna di due rette date con 
V algebricamente associata all'altra 
rispetto a uno stesso vertice, sono 
allineati con questo; 

i punti d'incontro delle rette così 
ottenute co' lati opposti del trian- 
golo sono allineati. 



IO. Giusta ciò che s'è detto nei n. 8 e 9, dalle proposizioni prece- 
denti, deduciamo, come corollnri, le seguenti: 



" Se un triangolo dato è in- 
scritto in un triangolo e circoscritto 
a un altro, e se il triangolo circo- 
scritto al dato è omologico con esso 
e con quello inscritto, il dato e que- 
st'ultimo sono fra loro omologici „. 



" Se un dato triangolo è circo- 
scritto a un triangolo e inscritto 
in un altro, e se il triangolo iiì- 
scritto nel dato è omologico con esso 
e con quello circoscritto, il dato e 
guest' xdtim osano omologici fralor Or,. 



Consideriamo ora un triangolo ABC, quindi un triangolo ApBpCp 
inscritto in esso, e poscia un triangolo A'qB'qC'q inscritto nel pre- 
cedente. Per le proprietà or ora enunciate se ABC è omologico con 
ApBpCp e A'qB'qC'q, quest'ultimi sono fra loro omologici; se A'qB'qC'q 
è omologico con ABC e con ApBpCp, quest'ultimi triangoli sono omo- 
logici fra loro. È facile ora dimostrare che se ApBpCp è omologico 
con ABC e A'qB'qC'q, questi due triangoli sono fra loro omologici. 
Infatti, sia P il punto di concorso delle rette AAp, BBp, CCp; e sia Q 
il punto d'incontro delle rette ApA'q, BpB'q, CpC'q; dico che i trian- 
goli ABC, A'qB'qC'q souo omologici. Sia R il punto d'incontro delle 
rette BB'q, CC'q e la retta AR tagli BpCp in un punto X; essendo A'BC 
e XB'qC'q tra loro omologici, le rette ApX, BpB'q, CpC*q concorrono in 
un punto; dunque AX passa per Q e X' coincide con A'q. Ciò vuol 
dire che le rette ApA'q, BpB'q, CpC'q concorrono in un punto R, ed in 
tal modo è provato l'asserto. 

Siamo dunque in grado d'enunciare la seguente importante pro- 
prietà: 

Teorema. — Se di tre triangoli gli uni inscritti negli altri, due sono 
omologici col terzo, essi sono omologici fra loro. 

Da questo teorema si possono dedurre, come casi particolari, molte 
notevoli proprietà del triangolo. Ne enunciamo una abbastanza nota. {*) 

" Le rette che uniscono i punti medi de' lati d'un triangolo ai punti 
medi delle altezze corrispondenti concorrono in un punto {Punto di 
Lemoine) „. 



{*) SCHLOMILCB, Esercizi cVonalisi; I, § 33. 
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II. Consideriamo ancora, come 
al n. 9, due punti P, Q co' loro 
algebricamente associati. Il rap- 
porto di partizione del lato BC, 
determinato dalla retta PQ è 

-- + - 

gp ^ 8q 



r» = - 



.--Yq 



Consideriamo ancora, come al 
n. 9, due rette p, q colle loro al- 
gebricamente associate. Detto R 
il punto d'incontro delle rette pg, 
si ha 

^ _Vi 22.: 

questo rapporto non muta cam- 
biando pb, ^b, Pc Ve rispettiva- 
mente in — pb, — Vb, — Pc — gc 
Ciò vuol dire che il punto a^a^ 
d'incontro delle algebricamente 
associate a p, g, e il punto d'in- 
contro delle rette p, q stesse, sono 
allineati con A. 

Inoltre i punti ap&q,Cprq sono 
allineati con À, attesoché il rap- 
porto tanto dell'uno quanto del- 
l'altro di questi punti sul iato BC 
ha per espressione 

J 1^ 

Pc gc^ 

Pb — ^b 

In conclusione avremo: 
Teorema. — 1 tre punti d'in- 
contro delle rette algebricamente as- 
sociate a due rette date rispetto a 
ciascun vertice d'un triangolo stan- 
no sulle rette che congiungono i ver- 
tici del triangolo col punto d'in- 
contro delle rette date, e sono due 
a due allineati coi vertici del trian- 
lati del triangolo dato, golo dato. 

12, Tenuto conto del teorema enunciato al n. 10, e delle osserva- 
zioni fatte al n. 9, dai teoremi precedenti e da quelli del n. 9, si de- 
ducono le seguenti proprietà generali; 



che non muta cambiando Pp,Pq, 
Yp,Yq rispettivamente in — Pp,— Pp, 
— -Yp, — Yq- Ciò vuol dire che la 
retta PaQa, che congiunge gli al- 
gebricamente associati a P, Q, 
taglia il lato BC nel suo punto 
d'incontro con la PQ. 

Inoltre le rette PbQb, PcQc, 
concorrono in un punto del lato 
BC, attesoché il rapporto di par- 
tizione del lato BC, determinato 
tanto dall'uno quanto dall'altra 
ha per espressione 

Pp yJji 

~— Yp + Tq" 
in conclusione avremo: 
Teorema. — Le tre congiun- 
genti i punti algebricamente asso- 
ciati a due punti dati rispetto a 
ciascun lato d'un triangolo, incon- 
trano i lati rispettivi in punti che 
stanno sulla congiungente i punti 
dati, e s'incontrano due a due sui 



Teorema. — Se due triangoli 
e ir coscritti a un terzo sono con esso 
ouwlogìci: 

V. Le congiungenii i vertici 
omolùgìti d'essi sono tali d'un trian- 
goio inscritto al dato vd omologico 
con esso è con gli altri due; l'asse 



Teorema. — Se due triangoli 
inscritti in un terzo sono con esso 
omologici. 

1^ / punti d'incontro dei lati 
omologhi d*fS3Ì sono vertici d'un 
triajigoìo circoscritto al dato ed omo- 
logico con esso e con gli altri due. 
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dell'omologia di questo triangolo col 
dato contiene i centri delle omologie 
del dato cogli altri due. 

2^ I punti d'incontro delle con" 
giungenti i vertici omologhi di cia^ 
scuno d'essi con il rmtro delV omo- 
logia dell'altro col dato, sono vertici 
d'un triangolo itiscritto nel ^dato ed 
omologico con esso, 

. (Continua), 



il cefitro dell'omologia di questo 
triangolo col dato è il punto dUn- 
contro degli assi delle omologie del 
dato cogli altri due. 

2'. Le congiungenti i punti d'in-- 
contro dei lati omologhi di ciascuno 
d'essi con l'asse dell'omologia, dd- 
l'altro col dato, sono lati d'un trian- 
golo circoscritto al dato e ontologico 
con esso. 

R. Veroellin, 



UN PROBLEMA DI ANALISI COMBINATORIA 

(posto da LORD KELTIN) 



i. Il problema, che vogliamo considerare, è il seguente: 

** Quanti sono i casi che si possono presentare nella risoluzione 
** numerica di un triangolo sferico, quando si suppongano dati i tre 
" lati, ciascuno colla approssimazione di un primo? , 

Questo problema è stato considerato da Lord Kelvin (^), il quale, 
a proposito della risoluzione del triangolo di posizione (che ha per 
vertici lo zenit dell'osservatore, l'astro osservato, e quello dei due 
poli che è posto dalla medesima parte dell'equatore celeste dalla 
quale si trova lo zenit) dati i tre lati (e cioè ì complementi della de- 
clinazione e dell'altezza dell'astro e il complemento della latitudine 
assoluta dell'osservatore), fa la seguente considerazione. 

Quando pensiamo alle migliaia di triangoli calcolati giornalmente da 
tutti i bastimenti in navigazione, possiamo per un momento essere con- 
dotti a peììsare che ognuno di essi sia già stato risolto, e che ogni nuovo 
calcolo sia semplicemente la ripetizione di un calcolo già fatto. Ma questo 
sarebbe i/n grande errore, anche supponendo che per gli usi pratici non 
occorra spingere la approssimazione oltre un primo. Infatti, vi sono 5400 
primi in 90 gradi, e quindi vi sono 

5400» =157464000000 



(1) Procéedingt of the Royal Society (of London), voi. XIX, 1870-71, pag. 260. La stessa con- 
siderazione è ripetuta, ron altre parole, nella prefazione alle 'Tablet fov faciliting Sitmner'* utethod 
at eea. L<>ndra, Taylor, 1876. 

(Correggendo le bozst). L'illustre professore, il più grande scienziato, teorico e pratico, moderno, 
è morto in questi giorni: la sua tomba è stata posta accanto a quella di Newton; nessuno pih di 
Lui meritava questo sommo onore. 



/ 
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triangoli da risolvere; e ciò, pur supponeìido di calcolarne 1000 al giorno, 
richiederebbe circa 400000 anni (quattroiriila secoli!). Anche servendosi 
solo delle soluzioni di triangoli, i cui lati siano un numero intero di 
gradi, i triangoli da risolversi sarebbero 

90* = 729000, 

e questo numeì'o è ancora troppo grande, e la corrispondente disposizione 
in una tavola è troppo complicata. 

2. À noi pare che alla precedente conclusione si possano fare tre 
obbiezioni. 

La prima è questa, che non basta supporre tutt'e tre i lati acuti, 
perchè nel triangolo di posizione due lati (il coniplemento dell'altezza 
e il complemento della latitudine assoluta) sono bensì ncuti sempre, ma 
il terzo lato (il complemento della declinazione) può essere ottuso 
(quando la latitudine vera e la declinazione sono di segno contrario). 
Per il triangolo di posiziono bisognerebbe dunque supporre due lati 
variabili da 0^ a 90^ e il terzo variabile da 0^ a 180^ Notiamo su- 
bito che questa supposizione si può sempre fare anche nella risolu- 
zione di un triangolo sferico qualunque (dati i tre Iati), perchè la 
risoluzione di un triangolo avente due o tre lati ottusi si riduce im- 
mediatamente alla risoluzione di un triangolo avente un sol lato 
ottuso (^). 

La seconda obbiezione è che per risolvere tutti i triangoli possi- 
bili non è necessario considerare le disposizioni con ripetizione (come 
evidentemente si è fatto per giungere al risultato accennato), ma 
basta considerare le combinazioni con ripetizione; perchè, variando 
l'ordine dei dati, non occorre un nuovo calcolo e basta variare cor- 
rispondentemente l'ordine degli angoli. 

La terza obbiezione, finalmente sta in ciò, che, per evitar di ini- 
ziare moltissimi calcoli inutili, si deve naturalmente supporre che si 
verifichi a priori se le condizioni necessarie e sufficienti per l'esi- 
stenza del triangolo son soddisfatte. Si noti però che della prima non 
occorre tener conto, perchè, bastando supporre un sol lato, al piìi, 
ottuso, essa è sempre verificata. 

Concludendo: il numero cercato è il numero delle combinazioni con 
ripetizione che si possono formare con tre numeii interi, du6 dei quali 
variìuio da 1 a 5400 e il terzo varia da 1 a 108000, escludendo tutte 
quelle eombhiazioni nelle quali ciascuno dei tre numeri in esse com- 
presi non ^ia minore della somma degH altri due. 

OssiiRV AZIONE. — Se ff, è, e sono i lati di un tt iangolo sferico e due 
o ire di e^^i sono ottusi, e se a, b\ e sono i lati del collinare (avente 



(M Diifi tri a Ugo E i nH^i'ifi ai dìcraiio colnuùi-i qtinndn ni poasotw dtKpoiTQ Uì moilo ébta AbbixiKj 
un inUì rouiuii«. ca elio j;]l &ìlri dna Liti rleiriuio ainiia i prohiTSg^ciiuctiti d^gU altri dna InU Ói\- 
raìi\'o, r^njiTida rio è si puh con e^aj foniidie un fnaa (V. C'AtdCV^ A Trmtiìs* on i^pkm'tcai Ti'igorto^ 
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con esso in comune il lato a), è facile veiifìcare che le quattro con- 
dizioni 

a + 6 + c<360^ a<ft + c, 6<c + a, c<a + 6, 

necessarie e sufficienti pei* l'esistenza del triangolo primitivo, equival- 
gono alle tre condizioni 

a<b' + c\ b'<c+a, c<a + b\ 

necessarie e sufficienti per resistenza del triangolo colunare accennato. 
3. Si ricordi, prima di tutto, che, dati n elementi in un dato or- 
dine, per formare tutte le loro combinazioni con ripetizione e di 
classe k, basta far seguire ogni combinazione con ripetizione di 
classe k — 1 da ciascun degli elementi che seguono l'ultimo, comin- 
ciando dall'ultimo stesso; e si immagini d'avere così formate tutte 

le combinazioni con ripetizione e di classe 3 dei primi -q- numeri, 

presi nell'ordine naturale e supponendo n pari. 

Tutte queste combinazioni potranno essere divise in n gruppi, in 
modo che quelle del primo gruppo abbiano tutte per primo elemento 1, 
che quelle del secondo gruppo abbiano tutte per primo elemento 2, . . . 
che quelle del p^ gruppo abbiano tutte per primo elemento p. Ognuno 
di questi gruppi potrà a sua volta esser diviso in tante linee, in modo 
che le combinazioni appartenenti a una stessa linea abbiano, succes- 
sivamente, tutte lo stesso secondo elemento: così il primo gruppo 
verrà diviso in n linee, tali che le combinazioni contenute nella prima, 
nella seconda, . . . nella q^ linea comincieranno con 

1,1; 1,2;... 1,3;... 

il secondo gruppo verrà diviso in n — 1 linee, tali che le combina- 
zioni contenute nella prima, nella seconda, . . . nella 9' linea comin- 
cieranno con 

2,2; 2,3;... 2,(^ + 1);...; 

il p® gruppo verrà diviso in n — (p — 1) linee, tali che le combina- 
zioni contenute nella prima, nella seconda, . . . nella q'^ linea comi* 
cieranno con 

PiP; pAp + i);-" p,(g-f p — i);.... 

Ciò posto, per la risoluzione del nostro problema, bast'' 
il numero delle combinazioni che, in ciascun gruppo, sod(^ 
due seguenti condizioni: prima che ciascuno dei due pr 

sia al più uguale a -^-n (perchè basta supporre che v 

possa essere ottuso); seconda, che il terzo elemen^ 
somma degli altri due (perchè, per il modo col 
sono formate, tanto il primo che il secondo eler 
minori della somma degli altri due). 




l&S 
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Si cominci dairesclndere gli -^ gnippi nei qimli il primo elemento 

è maggiore ài-^. Considerando poscin il secondo elemento, sì osservi 
che dal primo gruppo devono essere escluse tutte quelle linee nelle 
quali il secondo elemento è maggiore dì -^, resteianno cosi ^^ linee 
sol tanto; che per la stessa ragione nel secondo gruppo resteranno 
solo -g-, linee,.,; nel p^ gruppo Ipg -g-j resteranno Bolo-g-— (p — 1) 

linee,.*; nel 1-^1 gruppo resterà nna linea sola. 

Si escludano ora da ciascuna linea rimasta tutte quelle combina* 
zioni nelle quali il terzo elemento non è minore delle somme degli 
altri due. Nel primo gruppo resta una sola combinazione per ogni 
linea; infatti la prima e la seconda combinazione della ^"^ linea sono 

ì,g,q; e 1,7,(^^ + 1), 

e quindi la seconda (e, a forUoì% ogunna di quelle che seguono) va 
esclusa. Ne! secondo grup[jo restano due sole combinazioni per ogni 
lìnea \ infatti la prima, la seconda e la terza combinazione della ^ 
linea sono 

2.(9 + l),(9 + l; Mq + \)Aq + 2); 2. (? + 1), (? + 3). 

e quindi la terza (e, a foriiori, ognuna di quelle che seguono) va 
esclusa. Nel p" gruppo restano solo p combinazioni per ogni linea; 
infatti la prima, la seconda, . . * la r'' combinazione della tf linea sono 

p, {g + f) — 1), (^ + p — 1) ; P, (? + P " 1), (5 + P) ■ - • 

...p,(g + p-l)Jg + P + r-2) 

quindi l'ultima combinazione che resta è quella in cui 

(7 + p + r"2 = p + (g4"P — 1) — 1 , ossia ì=p. 
Del primo, del secondo... del p** gruppo restano dunque 

i. 2(f-i).... .(i-rp-n), 

combinazioni soUanto. 

Indicando con N il numero cercato, sarà quindi 






«+2" 



2 ,., 
da cui, con facili trasformazioni, 

«(n + 2)(«4-4) 



S p- S p«, 



c=i 



N = : 



4U 
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Questo e dunque il numero delle combinazioni con ripetizione che 
si possono formare con tre dei primi n numeri interi essendo n pari; 

colle condizioni che due di essi varino da 1 ad -^ soltanto; e che 

ciascuno dei tre numeri che formano una stessa combinazione sia mi- 
nore della somma degli altri due. 

Osservazione. — É molto notevole che il numero precedente ri- 
sulti precisamente uguale al numero delle combinazioni con ripeti- 
ci 
zione e di classe k che si possono formare con -^ elementi differenti, 

senza nessuna delle condizioni ora accennate. 

4. Applicando la formula precedente al caso considerato da Lord 
Kelvin, si ha 

N = 26 258 581 800, 

che è minore di un sesto di quello indicato dal Thomson stesso. Nel 
caso poi che i lati si suppongano variabili di 1^ in 1\ (anziché di V 
in r) si ha 

N = 125 580. 

Evidentemente il primo di questi risultati non ha nessuna impor- 
tanza pratica e solo soddisfa a una pura curiosità scientifica, ma 
altrettanto non si può dire del secondo. Infatti, da esso facilmente 
risulta che una tavola, la quale desse i tre angoli (p. es. colla ap- 
prossimazione di 1) variando i tre lati di V in 1^ potrebbe benis- 
simo essere calcolata e racchiusa in un solo volume (contrariamente 
a quanto si è concluso nella considerazione riportata in principio); 
e questa tavola generale renderebbe inutili molte tavole speciali, che 
si usano nei calcoli nautici. 

Prof. Giuseppe Pesci 

della R. Aeeademia Navale. 



SUPERFICIE CHE PASSANO INFINITE VOLTE PER CURVE 

o punti arbitrariamente scelti 



I. In un fascio di piani di sostegno l siano scelti ad arbitrio n 
piani; in ciascuno piano ai sia dato una curva C{ di equazione 

(i = 1, 2, . . . «) 2? = aoA x^ + au ar"~* + . . . + am-i,i x + a^,i (1) 
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quando la si nferìsea nd un ms teina di assi cartefiìaiii, di cuiTaesez 

corno [dente coti t e l'asse x colla sezione di ai con ini piano p nor- 
male mi ì in un punto 0. 

Vogliamo costniira ima superficie che passa in fi ni te volte per le n 
curve r'j arbitrarrnmente fissate sugli n piani dati. 

Come coordinate dì un punto M prenderemo la distanza z di M 
dal piano ^ e le coordinate polari della proiezione di M sul piano ^ 
fissata L-lie sia iii questo una retta X come asse polare* Di pìiit se- 
guendo urni convenzione introdotta dal Loria (^) sulle coordinate po- 
lari, la coppia di nume ri t% m rappresenti un punto dfìl piano ancbe 
se *' è negativo e più precisamente il punto che dista di — r da 
sul raggio che forma co 11 asse polare l'angolo m + 77. 

Se ci)i, tDi, . , * <£)q sono gli angoli che ì piani, scelti nel fascio, fanno 
col piano per X, le equazioni delle n curve tt sono 



(.'=1.2....») 



f OJ = Et); 

\ z = ao.i r'"' + du »■* 



"*H-*.< + ffm-i.ir'f ^11 



Si costruisca no le ?h + 1 funzioni razionali intere di grado non 
maggiore di n — l in ^ Òh (t) (/j ^0, 1, 2, . . . $n) che per 



t ^= sen 



assumono ì valori 






t ^sen 



ttìs 






Allora la funzione -It Uen-^l assume per 



w=m (ni od 277) 

il valore a^, ludichiauio infine con -^ ((u) la funzione 

sen — TT^- , sen - — -^ — - . . sen — ^ — , 



ohe sì annulla per tutti e soli i valori di (d che siano congrui ad 
Wi, Wfl,, , .tOp rispetto al modulo 2;:. 
Ciò posto, l'equazione 

. = .^, Len ^\ r'" + òi (sen y) r^'' + . . . 

. , . + 'i„,^i ^sen ^J r + '^.o f sen ttJ + ^? (^) (-> 

rappresenta una superficie eh© soddisfa alle volute coudizioni: infatti 

ogni volta che sia 

Cd ^ u>i (niod 2k) 



{^ G. LoWA. OtntTaiioni tuU* iùorditiaU p^m-f, *P»rkdi(?ó di MutenuiticA ,, lU&i). 
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l'equazione (2) si riduce a 

« = «04 r^ + «1,1 r°*"' + . . . + am-i,i r + a^,!. 

Ogni piano del fascio non coincidente cogli n piani contenenti le ci 
taglia la superficie secondo infinite curve del tipo (1): ogni piano nor- 
male ad l taglia la superficie secondo una curva che passa infinite 
volte per i punti che desso piano ha in comune colle Ci. 

2. In un piano y siano dati n punti Ai, Aa, . . . A^: prendiamo su Y 
stesso un punto 0, per modo che i raggi OAi,OAa, . ..OAn siano di- 
stinti, e per una retta X. 

Siano fi, ra, . . . »n le lunghezze dei raggi OAi, OA», . . . OA» e siano 
coi, Oda, . . . (On gli angoli che questi raggi formano con una determinata 
direzione di X. 

Denotiamo con f^{t) una funzione di t razionale intera che per 



* Cl)i 

t = sen -^ , 



t = sen 



(i)a 

2 



^ = s©n 



(On 



assume rispettivamente i valori 

Se si assume in y come polo e X come asse polare, l'equazione 

r = ò ^sen y j 

è l'equazione, in coordinate polari, di una curva L che passa per gli n 
punti As, Al, . . . An. 

Sarà definito un sistema di coordinate cilindriche se per man- 
diamo un asse normale a y 6 lo prendiamo per asse z. Su ciascun piano 
uscente da 2; e con centro nel punto in cui questo incontra la linea L 
si immagini tracciato un circolo il cui raggio sia wrp (io), essendo o 
l'angolo che il piano considerato forma con il piano contenente z eX 
e cp((i)) la funzione definita nel paragrafo precedente. 

Il luogo di questi circoli è la superficie 

z'+[r- 4. (sen -j)] - u)'(p (w)* = , 

che soddisfa alle volute condizioni. Ogni volta, infatti, che sia 

(0 ^ (Di (mod 27t;) (i = 1, 2, . . . n) 

l'equazione precedente definisce l'unico punto 



2f = 0, 



• = 4>(sen-|-). 



La superficie considerata è il luogo di 
centro percorre infinite volte la linea 



a) = (Di. 
un circolo mobile il cui 



• = 4'(8en|-) 
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fìd ìt cui raggio, variabile con ù)i si uiiiiiilla per 

m^^mt (tnod2Ti;) (È = l,2.>.n)- 

La 86ZÌoiie di questa auperlìcitì con y ^ ^'^^ linea 



' = rj^ f Btìll -^j ± U)? (tì)) 



che paasa infinite volte per gli n punti Àt,Afl,.«.An- 

E ovvia osservare che iti hi ago dì circoli ai possono prendere 
altre cutve. 

Filippo Sibihani. 

Bologna, inagglc» 1907. 



I SISTEMI LINEARI DI CERCHI 
sulla sfera e sulle superficì a curvatura costante positiva 



I. Sono note le proprietà semplici ed eleganti dei siste^mi lineari 
dì cerchi sul piano; ed è pure noto come tali proprietà offrano molte 
analogie con quelita di somiglianti sistemi di cerchi sopra una sfera. 
Le proprietà di questi ultimi si deducono nel modo piìi semplice^ se- 
gando la sfera coi piani di un fascio o dì una stella: ed è questa la 
via che oi dìnarianiente sì segue nella esposizione di dette proprietà* 

Tuttavìa un tale metodo dì esposizione, se da una parte presenta 
il vantaggio di una maggiore semplicitìi e speditezza (talché sarà 
sempre didatticamente preferibile), dall'ulti a ha lo svantaggio di non 
porre nel debito rilievo tutta la portata delle proprietà in questione, 
facendone esso dipendere la diniostraxione da considerazioni stereo- 
metriche, e subordì min do le quindi alla forma effettiva che la sfera Ita 
nello spazio. Invece le proprietà dei sistemi lineari di cerchi tracciati 
sopra una sfera sono inerenti alla superficie di questa considerata in 
se stesBa^ indipendentemente dalla Bua forma effettiva; appartengono 
cioè a quella categoria di proprietà che costituiscono la cosiddetta 
geomtttia della superficie, e che^ conservandosi inalterate comunque si 
fletta (senza rotture ne stiramenti) la superfìcie stessa, appartengono 
non ad essa soltanto, ma altresì a tutte le sue deformate, cioè, nel 
caso delta sfera^ a tutte le superfìcie a curvatura costante positiva. (^) 

Da questo punto dì vista può quindi sembrare preferibile una 
esposizione delle proprietà in questione^ in cui esse vengano dedotte 



{H Veg£A£Ì ft quelito propoub; Ln BlASOHI, Legioni di Gtom. digtrtniinìe, voi. I, || &9, 1€C>. Hi. 
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senza uscire dalla superficie, facendone scaturire la dimostrazione da 
sole considerazioni di geometria sferica; e che resti quindi valevole 
per una qualunque superficie a curvatura costante positiva. 

È quanto s'è cercato, di fare nelle pagine che seguono, e piti spe- 
cialmente nei §§ 2-7, essendo i due ultimi §§ destinati in ispecial 
modo a collegare il metodo di trattazione ivi adottato, coll'altro che 
si segue ordinariamente. 

Le cose svolte nei §§ 2-7 sono, come s'è dichiarato or ora, appli- 
cabili senz'altro ad una qualsiasi supei*ficie a curvatura costante po- 
sitiva: basterà perciò sostituire la parola geodetica all'altra cerchio 
massimo, É noto inoltre come la geometria sulla superficie a curva- 
tura costante positiva coincida in sostanza colla cosiddetta geometria 
71011' euclidea sul piano ellittico: la teoria che segue può quindi anche, 
se si vuole, essere riguardata come quella dei sistemi lineari di cerchi 
sul piano in geometria ellittica, bastando perciò sostituire la parola 
retta all'altra cerchio massimo: sotto un tale punto di vista essa si 
presenta come la naturale estensione dell'ordinaria teoria omonima 
sul piano euclideo. 

Si noterà infine che la stessa teoria è pure immediatamente esten- 
sibile ai sistemi lineari di coni rotondi in una stella, bastando perciò 
sostituire le parole, raggio, piano^ angolo, diedro, cono rispettivamente 
alle altre punto, cerchio massimo, arco, angolo, cerchio minore. 

Con ciò mi sembra sufficientemente spiegato il modesto scopo di 
questo articolo. 

2. Abbiasi una sfera S, di cui assumeremo il raggio eguale al- 
l'unità: su ogni suo cerchio massimo intenderemo sempre fissato a 
piacere un senso che diremo positivo. Se A e 6 sono due punti di Z, 
indicheremo con AB la misura del minóre dei due archi di cerchio 
massimo aventi gli estremi in A e B {distanza sferica di A e B), 
positiva negativa secondoche, percorrendo il detto arco da A in B, 
si procede nel senso positivo fissato sul cerchio massimo AB, o nel 
senso opposto. 

Con tale convenzione è chiaro che AB+BA=0, e AB^AC+CB 
(mod. 2n), C essendo un terzo punto qualsiasi del cerchio massimo AB. 

3. Ciò premesso, dati su 2j due punti qualunque A e B, determi- 
niamo il luogo geometrico dei punti P di 2, per cui è costante ed 
= A il rapporto: 

cosPA 
cos PB • 
Anzitutto, se da un tale punto P si conduce il cerchio massimo 
normale al cerchio massimo AB, ed è l'uno o l'altro dei punti in 
cui lo incontra, per la nota relazione che passa fra i lati di un trian- 
golo sferico retttangolo, si avrà: 

cos PA = cos PO cos OA 
cos PB = cos PO cos OB 
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h = 



C09 FA. cos OA. 



eoa FB C03 0B 
Di qui, dividendo e componendo, si ottiene: 

A— 1 _ eosOA — cobOB _ co^ (OC -h CA) — cos (OC + CB) 

A + 2 ^ LOS OA + C!OB Oli ~ 003 toc + CA) -J- eoa (OC -f- GB) 

avendo con C indicato il punto medio dell'arco AB, e quindi, per una 

nota formula di trigonometria; 



h — ì 



= tg 



OCH-CB + OC + CA, OC + CB — OC — CA 



A + 1 

onde, riflettendo che 

Bì avrà: 

cioè: 



tg 



CB = — CA = 



AB 



h~l . „„, AB 



1 



tgOC^ 



A4-1 

. AB 



PertRnto, se Q è un secondo ptinlo pet' cui sì abbi» 

cQgQA 

cosQB "■'' 

ed 0' è l'uno o l'altro dei punti in cui il cerchio massimo AB è in- 
contrato dell'tiltro ad esso normale condotto dti Q, aveiìtìosi ngnaì- 
mente: 

tgO'C=*±i 

tgOC=-tgOC 



risulterà: 



e però 0' coinciderà con o col suo opposto: ad ogni modo i due 
punti P e Q vet-ranuo a trovarsi sul medesimo cerchio massimo nor- 
male al cerchio massimo AB. Inversamente, se R è un punto qua- 
lunque di questo cerchio massimo normale, si avrà sempre: 

cos R A — cos RO cos OA 
cos RB =^ €03 HO cos OB 
e però; 

cos RA cos OA 



eoa EB C03 OB 



A. 
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Ne concludiamo: 

* Il luogo geometrico dei punti di S per cui è costante ed = h 
il rapporto dei coseni delle distanze sferiche dai due punti fissi A 
e B, è il cerchio massimo normale al cerchio massimo AB, che lo 
incontra nei due punti opposti determinati dalla relazione: 

1 — A 



tgCO = 



1+h 
AB 



(1) 



ig- 



essendo C il punto medio dell'arco AB „, 

4. Si abbia ora un cerchio minore qualunque y di S, di centro 

sferico M e raggio sferico r f < -g-j . Se P è un punto qualunque di S 

e conduciamo per P un cerchio massimo qualunque ad incontrare y 
in A e B, il prodotto: 

, PA. PB 

tg-2-tg-^ 

è costante al variare del cerchio massimo segante attorno a P. 

Infatti, indicando con d la distanza sferica PM, e con G il punto 
medio dell'arco AB(<ix), si ha in ogni caso: 

cos d cos PM cos PC 



cosr 



cioè: 



cos MG cos GB 
cosPG 



cos GB 



cos GB 



= k 



avendo indicato con k il valore costante del rapporto: 
dividendo e componendo, si ha: 

cosPG — cosGB k — l 



cosd 
cos r ' 



Ora 



ovvero : 



cosPG + cosGB""A; + l 

^ PG — GB, PG + GB i-l 
tg o *g Q— 



k + l 



ossia, poiché: CB = — CA: 



^ PC + CA^ PC + CB 
tg 9 *«■ 



1 



^ PA , PB 

tg-g-tg-g- 



2 "» 2 —1 + k 
cioè appunto: 

— 1— A- 

ove p è una costante 

La diremo potenza sferica del punto P rispetto al cerchio Y •" essa 
ha in ogni caso l'espressione: 

1 — le co8 r — 008 d ,_. 

^ 1 + A ~ cos r + cos d ■ ^ ^ 
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Se si inutano gli arciji PA o PB nei loro stipplemeritan\ si ha: 



, 7^-^PA, ^— PB , PA ^ PB 1 
tg — 7) tg 2 =* ctg -2~^^S'-2^ = — 



2 



cioè le potenze di due punti opposti di S rispetto allo stesso cercliio y 
(ovvero di imo stesso punto rispetto a due cerchi opposti) sono in- 
verse runa dall'altra. 

Se P e esterno a y e al suo opposto, i due ardii PA e PB sono 
dello stesso senso, e però (trattandosi di archi < r: in valore asso- 

PA PB 

luto) i valori di tg — y- e tg -^ hanno io stesso segno » onde il loro 

prodotto, cioè la potenza di P rispetto a y» ^ positivo; il contrario 
avviene se P è interno a y o al suo opposto. 

Ciò si decluee anche dalla (2): da essa infatti risulta p!>0 se è: 

— cos r < cos d < 008 r 

cioè {trattandosi di archi <ii), se: 

Tt — r> d> r 

il che avviene appunto quando P è esterno a y ed al suo opposto. 

Si ha poi p = per d ^= r, cioè per i ponti di y, e p ^= eo per d^=iz — r, 

cioè per i punti de! cerchie opposto di V- Por d^-^ , cioè per i punti 

del cerchio polare di M, si ha p = l. In tutti gli altri casi, cioè 
quando P è interno a y o al ano opposto, sì ha p <C 0, 

Nei casi in cui p> 0, è p^tg*^ ove t è la misura delTarco {<ln} 

di cerchio massimo tangente condotto da P al cerchio y- infatti ia 

tal caso si ha: 

cos d ,„, 

k = Trrr = cos t (3) 



cosr 



e però: 



p=r+A=tg^^ 



2 ' 



Nei casi in cui p<0, è invece p = — tg^^, ove $ è la misura 

delParco di cerchio massimo condotto per P normalmente a PM, com- 
preso fra P e il cerchio y: infatti si ha in tal caso: 

1 cos r 



e però; 





k 


■ = 


cosd 


= coss 














1 








p 


= 


k 

1 
k 


— 1 
+ 1 


-tg^ 


s 
"2 



ii) 
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5. Siano ora y e Y ^^^ cerchi minori di S, di raggi si 
Se P è un punto di egual potenza rispetto ad essi, e se 
con d e d' ìe distanze sferiche dai due centri M ed M', 



k = 



1-p 

1 + P 



da p = p' 


si 


deduce k = 


= k', 


cioè: 

cos d 
cosr 


cosd' 
" cos r' 


ovveVo : 








cos d 


cosr 



cosd' 



cos r 



Per ciò che s'è visto al n. 2, abbiamo dunque che: 
* Il luogo geometrico dei punti P di S di eguale potè 
rispetto ai due cerchi y e y'» è il cerchio massimo norma 
passante per i centri M ed M\ e che lo incontra nei due 

posti 0, determinati (secondo la (1) in cui si ponga h = - 



tgCO: 



cos r — cos r 
cos r' + cos r 



tg 



MM' 



ovvero : 



tgCO: 



tg— 5— tg-TT- 



tg 



MM' 



Tale cérchio lo diremo il cerchio radicale dei due cerch 
Se sul cerchio massimo MM' si sceglie il senso positive 

che la distanza sferica MM' sia positiva, essendo allora r,r\ 
compresi fra e -o*, il minore dei due archi CO che soddisfa 

sarà— secondoche r — r\ cioè dei due punti che s 

alla (5) il più vicino a C è sempre dalla parte del centro de 

più piccolo, e se r=^r' esso coincide col punto medio dell'i 

MM' 
Se MM' = 0, si ha tg^ = 0, quindi tgCO = oo, C0 = 

il caso r = r\ in cui si ha indeterminazione, come è ben 

avendosi allora un sol cerchio) ; se MM' = tt;, si ha tg - 

e tgCO = 0, CO = 0. Pertanto se due cerchi di S sono parallel 
cerchio radicale è il corrispondente equatore. 







168 PERIODICO DI MATEMATICA. 

Evidentemente, essendo p ed — le potenze di un punto rispetto 

a due cerchi opposti, tali potenze sono costanti insieme, cioè due cerchi 
hanno lo stesso cerchio radicale che i loro opposti. 

Un punto comune a due cerchi di S ha potenza nulla rispetto ad 
entrambi; quindi se i due cerchi si segano, il loro cerchio radicale 
passa per i due punti d'incontro; se si toccano, il cerchio radicale è 
la tangente sferica comune; se non hanno punti comuni, non ne hanno 
neppure col loro cerchio radicale. 

6. Se tre o più cerchi di S ammettono due punti (non opposti) P 
e Q di eguale potenza, ammettono pure come tali tutti e soli i punti 
del cerchio massimo PQ, ed hanno i centri su uno stesso cerchio mas- 
simo perpendicolare al precedente. Infatti il cerchio massimo PQ è 
cerchio radicale di essi, comunque presi a due a duo, onde i loro 
centri determinano a due a due un cerchio massimo normale a quello, 
e però sono su uno stesso cerchio massimo. 

Viceversa se tre o più cerchi di S hanno i centri su uno stesso 
cerchio massimo a, ed ammettono un punto P di egual potenza, am- 
mettono pure come tali tutti e soli i punti del cerchio massimo ^ 
condotto da P normalmente ad a: infatti oltre P essi hanno come 
punti di egual potenza i poli di a, onde si ricade nel teorema pre- 
cedente. 

Un cosiffatto sistema di cerchi su di una sfera si dice un Fascio 
di cerchi, ed il cerchio massimo ^ il cerchio radicale del fascio, che si 
considera come facente parte del fascio stesso. Per ciò che s'è visto 
alla fine del n. 4, so due cerchi d'un fascio si segano, per i due punti 
comuni {punti base del fascio) passano tutti i cerchi del fascio; se si 
toccano, nel punto di contatto (unico punto base) si toccano tutti i 
cerchi del fascio; se non hanno punti comuni, altrettanto avviene per 
due cerchi qualunque del fascio. 

I cerchi opposti ai cerchi di un fascio formano pure un fascio, 
avente il medesimo cerchio radicale, e per punti base gli opposti dei 
punti base del primo. 

Si è visto alla fine del n. 3 che è: 

t 8 

p = tg^ ^ ovvero: p = — tg" y 

secondochè P è esterno o interno a y o al suo opposto. Ne segue im- 
mediatamente: 

Ogni punto del cerchio radicale di un fascio, esterno a tutti i 
cerchi del fascio ed ai loro opposti, è centro di un cerchio ortogo- 
nale a tutti i cerchi del fascio. Viceversa: se tre o più cerchi sono 
segati ortogonalmente da due cerchi fissi, essi formano un fascio il cui 
cerchio radicale è il cerchio massimo determinato dai centri dei due 
cerchi fissi : infatti tali due centri sono punti di egual potenza rispetto 



A 
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a tutti i cerchi considerati. Ne segue in particolare che tutti i cerchi 
ortogonali ai cerchi di un fascio costituiscono un secondo fascio, avente 
come luogo dei centri il cerchio radicale del primo, e come cerchio 
radicale il luogo dei centri del primo fascio. 

Ogni punto del cerchio radicale di un fascio, interno a tutti i 
cerchi del fascio o a quelli del fascio opposto, è centro di un cer- 
chio segato da tutti i cerchi del fascio in punti diametralmente op- 
posti di esso cerchio. Viceversa: se tre o più cerchi ne segano due 
altri fissi in coppie di punti diametralmente opposti, essi formano un 
fascio, di cui è cerchio radicale il cerchio massimo determinato dai 
centri dei due cerchi fissi: infatti questi due centri hanno egual 
potenza rispetto a tutti i cerchi considerati. 

7. Consideriamo un fascio di cerchi: sia l'uno o l'altro dei due 
punti opposti in cui il cerchio dei centri è incontrata dal cerchio ra- 
dicale (punti che per brevità diremo i punti centrali del fascio), e 
siano d la distanza di dal centro del cerchio generico del fascio, 
r il raggio sferico di questo, p la potenza di rispetto a tutti i cerchi 
del fascio: esaminiamo se e quando possano esistere nel fascio cerchi 
di raggio nullo, cioè ridotti a semplici punti, i quali, quando esistano, 
si diranno i punti limiti del fascio. 

Avendosi in generale: 

cos r — cos d 

P = 

è, per r = 0: 

1 — cos d .od 



cos r + cos d 



P = 



1 + cos d 



= tg' 



da cui si hanno per tg -^ due valori reali eguali e di segno op- 



secondochè 



> 



0. Pertanto in 



posto, uno eguale a zero, o nessuno, seconaociie p ^ 
un fascio di cerchi 2 esistono due punti limiti, situati ad eguali di- 
stanze dalle due parti di sul cerchio massimo luogo dei centri, se 
il fascio non ha punti base, e le distanze dei punti limiti da sono 
determinate dall'equazione: 

d 



tg^=±Vp. 



(6) 



Se il fascio consta di cerchi tangenti, Vunico punto base e anche 
unico punto limite. Se il fascio ha due punti base, allora non esistono 
punti limiti. 

Nel primo caso è centro di un cerchio ortogonale a tutti i cerchi 
del fascio, il cui raggio t è determinato da: 



onde dalla (6) si ha: 



P = tg^7]r 



t=^d 



! 



170 PERIODICO DI MATEMATICA. 

cioè tale cerchio pasaa per i due punti limiti, i quali pertanto sono 
punti base del fascio ortogonale. Nel secondo caso, essendo il cer- 
chio radicale tangente a tutti i cerchi del fascio, i cerchi del fascio 
ortogonale passano tutti per ivi toccandosi, onde è unico punto 
base e quindi anche unico punto limite del fascio ortogonale. Nel 
terzo caso, se S è la semicorda (sferica) comune a tutti i cerchi del 
fascio, quello fra essi che ha il centro in ha S per raggio sferico, 
onde (essendo i suoi raggi le tangenti condotte da ai cerchi del 
fascio ortogonale), la potenza di rispetto al fascio ortogonale sarà: 

a = tg«|->0; 



esistono pertanto nel fascio ortogonale due punti limiti, situati, se- 
condo la (6) a aistanze uguali ed opposte da 0, determinate dall'equa- 
zione : 

_d 

2 



tg-^=±V^ 



di qui e dalla precedente si deduce d = h, onde i punti limiti del 
fascio ortogonale coincidono coi punti base del fascio primitivo. 

In particolare se il fascio è costituito da una serie di paralleli, i 
due punti limiti sono i corrispondenti poli, ed il fascio ortogonale si 
riduce al corrispondente sistema di meridiani. 

8. Tre cerchi di S, non appartenenti ad uno stesso fascio, ammet- 
tono sempre due punti di egual potenza fra loro opposti, punto di 
concorso dei cerchi radicali di essi cerchi presi a due a due, i quali 
diconsi i loro centri radicali; infatti i punti comuni a due di tali 
cerchi radicali sono punti di egual potenza rispetto ai tre cerchi, e 
appartengono quindi anche al terzo cerchio radicale. 

Se quattro o più cerchi di S hanno lo stesso centro radicale P 
comunque presi a tre a tre, si dicono formare una rete di cerchi, e 
P dicesi un centro radicale della rete : esso e esterno a tutti i cerchi 
della rete, e centro di un cerchio normale a tutti i cerchi della rete, 
se la sua potenza rispetto a questi è positiva. È situato su tutti i 
cerchi della rete, se la sua potenza è zero. È interno a tutti i cerchi 
della rete, e centro di un cerchio segato in punti diametralmente 
opposti da tutti i cerchi della rete, se la sua potenza è negativa. 

Viceversa si vede subito che tutti i cerchi di S normali ad uno 
stesso cerchio, o tutti i cerchi per un punto, o tutti i cerchi se- 
ganti un cerchio fisso in punti diametralmente opposti, costituiscono 
una rete, di cui è centro radicale il punto fisso o il centro del 
cerchio fisso. 

9, Sia un cerchio y ^d un punto P di ^, e p la potenza di P ri- 
spetto a v^ Indichiamo con S il centro di ^ e con Q il punto in cui 
la retta SP incontra il piano di y- Assunto sulla retta SP come pò- 
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sitivo il senso da S verso P, ìndichìanio con § il valore algebrico della 
distanza SQ: dico che si ha in ogni caso: 

Z.\±f. (7, 

Infatti sia in primo luogo P esterno a y © al suo opposto: con- 
dotta da P la tangente sferica a y» e nel punto di contatto T la retta 

tangente a y stesso, questa passerà per Q: allora se ^ < -o- si ha dal 

triangolo TSQ: 

ST = SQ cos TSQ = SQ cos TSP 

cioè, essendo ora SQ = o: 

1 = cos t ; 

se <> "o" si ha dal triangolo TSQ : 

ST = SQ cos TSQ = SQ cos (t: — TSP) 

ovvero, essendo ora SQ = — S 

1 = — S cos (tc — ^) = cos t 

e però in ambedue i casi per la (3) si ha: 

^^ J^ J^ 

cos t k 

Sia invece P interno a y o al suo opposto; condotto il cerchio mas- 
simo normale al raggio sferico di y passante per P, esso segherà y in 
due punti A e B, e il segmento di retta AB passerà per Q e ne sarà 

bisecato: allora se P è interno a y» è 5 < ^ e il triangolo QSB dà: 

SQ = SB cos QSB = SB cos PSB 
ovvero, essendo SQ = o, SB = 1 : 

= cos 5 ; 

se P è interno all'opposto di y» è s > ^ e il triangolo QSB dà: 

SQ = SB cos QSB = SB cos (tc — PSB) 

cioè, essendo ora SQ = — 5, SB = 1: 

— = cos (tc — s) 
5 = cos 5 : 

in ambedue i casi per la (4) si ha: 

. 1 

5 = cos 5= y 



Si ha dunque sempre in valore algebrico: 

R 1 1 + P 
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Se pei'tanto P ha eguale poteusm sferica rispetto a due oercltì y 
e Yr d^ P =^ P ^^ deiluce § = o', cioè i due punti Q e Q' coincidono. 
Viceveraa ogni putito l* di 2 ha egiml poteiieu rispetto a tutti i carelli 
i cm piatii passali Q fier un nied^simo putito della retta PS. 

Ne segue in particolare che il piano del cerchio radicale di due 
cerchi y ^ Y P^^^sa per la retta d'intersezione dei loro piani: e an- 
co la che I piatii dei cerchi di nn fascio passano tnUì per la stessa 
retta, e viceversa: questa retta r la diieino per brevi tii lasse del 
fascio di ce rolli. 

Possiamo dunque asserire che: " I cerchi di un fascio sulla sfera, 
non sono die le Eiezioni fatte su di essa coi piani di nu fascio ^^ 

IO. Per hrevita diremo tUamdro centrale di nu fascio di cerchi 
su 2, il diametro di 2 e ite ha per estremi i dn« punii cetdrali del 
fascio: e facile vedere allora ohe il diametro centrale di un fascio è 
perpendicolare al suo asse r: infatti il piano del cerchio dei centri 
è normale ai piani dei cerchi del fascio^ e quindi anche alla retta r 
che è loro comune; pertanto il diametro centrale, come interaezione 
dei piani del cerchio dei centri e del cerchio radicale, cade perpen- 
dicolarmente sull'asse r, il quale giace in quest'ultimo piano. 

Pertanto, se r ed r' sono gli assi di due fasci ili cerchi di 2 mu- 
tuamente ortogonali, essi incontrano ad angolo ietto, in due punti 
che chiameremo R ed K^ il comune diametro centrale, e sono inoltre 
ortogonali fra di loro. Inoltre, poi e li è detta p la potenza di uno dei 
centri del fascio rispetto ai cerchi del fascio stesso, la sua poteai^a 
rispetto ai cerchi del fascio ortogonale è p' — — p, dalla (7) segue 
che le distanze SR~6 ed SR = o soddisfano alla relazione: 

So' — 1 



cioè i punti R ed R' sono inversi rispetto alta sfera 2, Le due rette r 
ed /sono quindi rispetto nZ, o amhedne tangenti nello stesso punto 
(e ciò avviene quando sia 5 = 5'-=!, cìoe p^p' = 0, cioè l'uno e 
Taltro fascio sono costituiti da cerchi toccantisi in 0); ovvero una 
esterna e faltra segante (se p. es, r è esteruii, è |5 j> 1, quindi p > 0, 
ed il primo fascio non ha punti base, mentre il secondo ne ha due)* 

I punti base di un fascio di cerchi di 2 sono evidentemente i punti 
in cui il suo asBe incontra £, e ì punti limiti i punti di contatto dei 
piani tangenti condotti dal suo asse a S. Delle due rette r ed r' per- 
tanto, Tuna è la congiungente i punti di contatto dei piani tangenti 
condotti dall'altra alla sfera £. 

Insomma le due rette r ed r sono sempre due rette coniugate 
rispetto a S, e possiamo concludere che: 

* Due fasci di cerchi mutuamente ortogonali sopra una sfera 2, 
non sono che le intersezioni di S con due fasci di piani aventi per 
assi due rette coniugate rispetto a £ j^. 
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È facile pure riconoscere che, dato su S un fascio di cerchi di 
asse r, i cerchi del fascio ortogonale non sono che i cerchi di con- 
tatto dei coni rotondi circoscritti a ^ dai punti di r: ovvero anche 
le intersezioni di 2 colle sfere del fascio costituito dalle sfere che 
hanno i centri su r e segano Z ortogonalmente. 

Analoghe considerazioni possono farsi per una rete di cerchi su 2; 
ì suoi cerchi non sono che le intei-sezioni di 2! coi piani di una 
stella. 

Dalle considerazioni di questi due ultimi §§ risulta pertanto come 
la teoria dei sistemi lineari dei cerchi quale è stata esposta nei §§ 
precedenti, coincida in sostanza con quella che ordinariamente suol 
farsi con sole considerazioni di stereometria. Ma mentre quest'ultima 
è valevole solo sulla sfera, l'altra qui esposta è suscettibile invece 
di una più larga interpretazione, come già si è dichiarato al prin- 
cipio di questo articolo, ed apparisce quindi di una portata maggiore. 



Oneglia, Aprile 1907. 



Dott. Pietro Mercatanti. 



SULLA EQUAZIONE LINEARE INDETERMINATA 



Seguendo un metodo da me impiegato nel risolvere uno speciale 
" Problema sulla partizione dei numeri ^ (Vedi questo * Periodico 
di Matematica „ Voi. XVIII, Settembre-Ottobre 1902) determino in 
questa nota il numero delle soluzioni in numeri interi positivi, o nulli, 
della equazione lineare indeterminata 

in cui le ai, ^2, '..ani sono numeri interi positivi assegnati, come n. 

La deduzione della formula a cui pervengo, introdotta una certa 
funzione numerica, non richiede, come avverrebbe secondo Le Besgue, 
alcuna risoluzione di equazioni binomio. 

I. Il numero delle soluzioni della specie indicata della equazione (1), 
e il coeflSciente di n" nello sviluppo del prodotto 

(1 + M«i + U^*i + ...)( 1 + M°« + W*^ + ...)... (1 + «"» + H*^ + .. .). 

Indicato con 

i = 00 

S ciu^ = Co + CiH + c^n^ + . . . + <?n«" 4" . • • 

ì=0 
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il detto sviluppo, e supposto | n | <1, potremo scrivere 
1 = (1 — M»i) . (1 — u»0 ... (1 — M»») ! jTcim^ 

i=0 

Derivando logaritmicamente i due membri rispetto ad u si ottiene 



j=i 1-u^J 



1--.X 

S ctt' 

1=0 



il 



/ 



ossia, ponendo di nuovo (1 — w*»)"^ = S m*»^, 

i-m 

S ffj S H»jt^+»)-^ = ~ -, 



1^0 



e sviluppando il soiiimatorìo esterno: 



VrtiW*!^'^-^'^-' +'s*fl,|*»i^^t^-»3-'+ , , , + "v *^_^^„a.,rr., M 



S iCiU'-' 



Jfi-O 



r«^0 



Tm=Ù 



i=Q 



Prima di eliminare il denominatore, ordiniamo il primo membro 
(costituito di serie assolutanietiLe convergenti per | » | < 1] secondo 
le potenze ascendenti dì u: i coefficienti flt dei termini simili ad n^^S 
soddisfanno alla condizione ffkO'k+l) — ^1=J — L ossia 

6 sono, perciò, divisori di J scelti tra Oi, (/a,...rtju. 

Reciprocamente: se dt è divisore di j, cioè se si ba a^q=^j, con 
q intero, quando Tiiidice variabile r assimie il valore Vk^^q^h ^ 
avrà g^ rt + 1, osala r/k it\ + 1) -- ^ ^^J — 1| e p però sarà «t coeffi- 
ciente di un termine simile ad u^~^. 

Dunque, a ridnzìon fatta, il coefficiente di u^~^ nel primo membro 
è la somma a(j) di tutti i divisori di J, scelti tra a^ ^ra, - - - i^m* 

Onde potrà scriverai 

i = I 



'=^ 1 ali' 



1=0 



E Ofa, ad eliminare it denominatore, formiamo la serie-prodotto 
delle due serie 

Il termine generale di essa è 

la (1) i-j_i -f- o (2) cj_, + . . . + 0" - 1) e, + U) c,W-\ 





/jti;. :ì, iirìiu^jfnw 



^uimmimmmémt. 
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e siccome le serie-fattori sono assolutamente convergenti, si avrà: 

'T{o (1) c'j_x + o (2) Cj_a + . . . + o ij - 1) ex + o 0") Co] uJ-^ =YiCiU'-\ 

j=l i-1 

2. Da questa identità, eguagliando i coefBcienti dei termini di 
eguali gradi in u, si trae la formola di ricorrenza: 

o (1) Ci-i + o (2) Ci-2+ ... + a {i — 1) Ci + o (0 Co = ici , (2) 

la quale, notato che Co = l, per ì = n, n — 1, n — 2,..., dà luogo al 
sistema 

— nCn + O (1) Cn-l + O (2) Cn-a + . . . + O (u — 1) Ci = — O (w), 

— (W — 1) Cn-l + O (1) Cn-8 + . . . + (n — 2) Ci = — O (/l — 1), 

-(n-2)cn-a + ... + o(n-3)ci=:~-a(n~2), 

-l.Ci = -o(l), 

di n equazioni lineari rispetto alle incognite ci,cs,...Cq, col deter- 
minante ( — 1)°|«4=0, che fornisce (*) 

o(l) o(2) a (3) ...a(n-l) o(n) 
— (n— 1) o (1) o (2) . . . o (n~2) o (n— 1) 
— (n— 2) 0(1) ... a (u— 3) o (n--2) 
—(«—3) . . . o (f 1-4) a (n— 3) 



...o(l) o{2) 

... — 1 o(l) 

3. Nel caso particolare in cui sia 

flfl = Éfa = «8 ==... = «m = 1, 

evidentemente si ha 

o (0 = m 

per ogni valore dell'intero t, e la formola precedente dà 

in m VI ... m m 

— (n— 1) m m ... wi m 

— (71 — 3) m ... f/i m 

— (n— 3) ... m m 



(3) 



Cn = 



7/1 
— 1 



m 
m 







D'altra parte, nel caso attuale la (2) diviene 

ncn == m (co + ^1 + ^2 + . . . +Cu-i) ; 

eliminando Co, ci, Ca. . .Cn_2, tra questa e quella che da essa si deduce 
mutando n in n — 1, si ricava 

nCn = (m + « — 1) Cn-l , 



(1) Cfr. E. Febqola, Giorn. di Mot. (Anno I, 1863, Febbraio), dove impropriamente si parla di 
soluzioni positive, anziché non negative. 
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da cui si tme facilmente 

.-('»+„"-')• 

Così risulta confermato che l'equazione 

iPi + a:2 + . . . + Xni = n, 

ammette ( ' ^ J soluzioni in numeri interi non negativi. 

Nello stesso tempo, confrontando le ultime due forme di Cn, si 
viene a stabilire lo sviluppo del determinante precedente, mediante 



l'identità 












m 


HI 




m 


. . m 


in 


-(«-!) 


m 




in 


. . m 


m 


- 


-(H- 


-2 


m 


. . m 


m 










-(n-3) , 


. . m 


m 













. . m 


in 













. . m 


m 



=m(m+l)(m+2)...(w+n-l), 



che, d'altronde, non è diflScile dedurre direttamente. 

4. Un altro caso particolare è degno di nota, ed è quello in cui 
si supponga 

^1 = 1, a» = 2, fla = 3, . . . rtm = m 
ed 

in ^ n. 

Allora, la stessa formola (3), in cui però a (i) indichi la somma 
di tutti i divisori di i, fornisce il numero delle soluzioni non negative 
della equazione: 

1 . ari + 2a;2 + 3^8 + . . . + mx^ = n. 



Palermo, Maggio 1907. 



Gaspare Mignosi. 



DIMOSTRAZIONE PLINIITRICA DEL TEOREMA DEI TRIANGOLI OMOLOGICI 



/ 



Il prof. Faifofer a pag. 123 dei suoi Elementi di Geometria ad uso 
dei licei (13** ed., 1902) dimostra il seguènte teorema, caso particolare 
del teorema dei triangoli omologici: (^J 



M) È HoHt!niKÌfttmeiJt& In stcMn dima^tiviiìftii© qnfllta djiU éa] prof. PAiJtTTin tàl% fitu d»l- 
I'aHjuoIo ' KJun CQtJVDr^nzioiie cqì fii&ioiiieaU , (Qucato I*tri^iiìci>, ^<i\. XIV. pag» "^O^h 
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Se i vertici di due triangoli sono, a due a due, allineati con uno 
stesso punto, e due lati di un triangolo sono rispettivamente paralleli ai 
corrispondenti lati dell'altro, anche i rimanenti lati sono paralleli. 

Dii questo teorema traggo, mediante le considerazioni seguenti, 
la dimostrazione del caso generale. Si ha dapprima: 

Se due triangoli, non aventi alcun elemento in comune, hanno i ver- 
tici, a due a due, allineati con uno stesso punto, e due lati corrispon^ 
denti paralleli, le rimanenti coppie di lati corrispondenti s'intersecano 
in punti di una retta parallela a quei due lati. 

Siano ABC, A'B'C i due triangoli soddisfacenti alle condizioni del- 
l'enunciato e nei quali AB e A'B' siano i due lati paralleli. Siano X 





e Y i punti d'incontro delle coppie di lati rimanenti. Dico che XY 
è parallela ad AB (e ad AB'). 

Conduciamo da A' la A'C" parallela ad AC; per il teorema pre- 
cedente, B'C" risulterà parallela a BC. Consideriamo allora i due 
triangoli XCY e A'C'B': essi hanno i vertici X e A', C e C, Y e B' 
situati rispettivamente sopra tre raggi uscenti da C ed hanno anche 
le due coppie di lati AC, A'C" e CB, C"B' formate da rette parallele, 
perciò i terzi lati XY ed AB sono paralleli, e. d. d. 

Reciprocamente: Se due triangoli hanno i vertici a due a due ai- 
lineati con uno stesso punto e due coppie di lati corrispondenti sHncon- 
trano in due punti di una retta parallela ad uno dei rimanenti lati dei 
due triangoli, essa è parallela anche al rimanente lato dell'altro trian- 
golo e perciò questi sono paralleli. 

Siano ABC, A'B'C due triangoli i cui vertici AA', BB', CC siano 
allineati con un punto e le due coppie di lati AC, A'C e BC, B'C s'in- 
contrino in due punti X e Y di una retta parallela ad AB. Dico che AB 
e A'B' sono anch'essi paralleli. So, infatti, non fossero tali, potremmo 




'^. 



r-.. 
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condurre da B' la parallela ad AB fino ad incontrare OA in un punto A''. 
Unito C con A" e detto X' il punto d'incontro con CA, per il teorema 
precedente, XT risulterebbe parallela ad AB, il che è assurdo. 
Siamo ora in grado di dimostrare il teorema generale: 
Se due triangoli non aventi alcun elemeìUo in comune, hanno i ver- 
liei, a (lue a due, allineati con uno stesso punto, le coppie di lati cor- 

rispondenti s'intersecano in punti 
di una stessa retta. (E sottinteso 
che nessuna di queste coppie sia 
formata da lati paralleli, che al- 
trimenti ricadremmo in uno dei 
casi precedenti). 

Siano ABC, A'B'C due trian- 
goli i cui vertici AA', BB', CC 
siano allineati con e siano X, 
Y, Z rispettivamente i punti d'in- 
contro delle coppie di lati corri- 
spondenti AC, A'C; BC, B'C; AB, 
A'B'. Si vuol dimostrare che X, 
Y, Z sono allineati. 

Conduciamo da B la parallela 
a XY e siano H e L rispettiva- 
mente i punti ove essa incontra il 
raggio OA e il lato AC; uniamo C 
con H e sia X' il punto d'incontro 
con laXY; uniamo infine X' conC 
e sia H' il punto d'incontro con 
lo stesso raggio OA. 

I due triangoli HCB, H'C'B' 
hanno i vertici HH', CC, BB' si- 
tuati sopra tre raggi concorrenti in un punto e due coppie di 
lati CH, C'H' e CB, C'B' s'intersecano in due punti X', Y di una retta 
parallela al terzo lato HB di uno dei due triangoli, perciò BH e B'H' 
sono paralleli. Conduciamo ora il raggio OL e sia L' il punto ove esso 
interseca C'A'. Poiché i due triangoli LCB e L'C'B' hanno i vertici LL', 
ce, BB' situati sopra tre raggi concorrenti in e due coppie di 
lati LC, L'C e CB, C'B' si intersecano in due punti X, Y dì una retta 
parallela al terzo lato LB di uno dei due triangoli» anche L'B' è pa- 
rallela ad LB, cioè L' è sul prolungamento di B'H', Infine coiiside- 
riauio i due triangoli LAB, L'AB': e^sì hanno i vertici LL\ AA\ BB' 
Hit uà ti aopra tre raggi concorrenti in e inoltre un lato LB dell'uno 
è parallelo al lato L'B' dell'altro, perciò le altre coppie di hiti cor- 
rispondenti s incontrano in due punti X e Z di una retta parallela ai 
lati f^tessi, cioè XZ e parallela a LB* Poicliè le due rette XY e XZ sono 
entrambe parallele a LB^ esse coincidono e il teorema è cosi dimostrato. 
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Recipi'ocamqnte; Se due triangoli, non aventi alcun elemento in co- 
mune, sono tali che le coppie di lati corrispondefUi sHntersecano in punti 
di una medesima retta, le coppie di vertici con-ispondenti sono allineati 
con uno ètesso punto. 

Siano ABC, À'B'C due triangoli tali che, le coppie di Iati AC, 
A'C; BCjB'C; AB, A'B' s'intersechino in tre punti Bi,Ai,Ci di una 




stessa retta. Sia il punto d'incontro di AA'e CC; dico che anche BB' 
passa per 0. Infatti si indichi con B" il punto in cui OB' incontra AB; 
allora, essendo ACB", A'C'B' nelle condizioni della proposizione diretta, 
devono C'B' e CB" incontrarsi sopra BiCi, il che porta evidentemente 
a concludere che B'' coincide con B. 

£ assai facile vedere che tutti i teoremi enunciati sussistono anche 
quando le rette AA', BB', CC in essi considerate, invece di concor- 
rere in un punto 0, siano parallele. 

Archimede Bellatalla. 
Pisa, 3 Dicembre 1907. 



♦ « 



INTORNO AD UN RADICALE CONTINUO 



Nota di Michele Cipolla 



(1) 



É nota la relazione 

V2 + V2 + V2 + ...+ V^= 2 cos 5^, , 
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86 n è il numero dei radit^ali qtiailriitìci del primo mismbro 6 ì radi- 
cali si suppongono tntti poaiiivi, ma non è iioU una formola che 
valga quaiunque sia la scelta dei segni pei radimli medesimi. (*) 

Crediamo quindi di fare cosa utile Begualamio il seguente teorema 
che risolse lei questione in modo assai elegante, 

L Se con ir si indica Vunità positim o negatwa^ pù&h 



(2) 



si ha 



(3) 



£i, u-i — 



1 — Illa . . > tù—ì 



£*t o -1 



1-- ii»a . . *tH^i 



2 



Cii— 1* n-l 



1 



lii-l 



+ y2 + i._,V2 + ì.,,V2 + -,.+ i.V2 = 



mani fé 
f2 = 2* 



La proposizione è vera manifestamente per « = 1, poiché si riduce 
alla relazione notissima 

; eoa ^-p 1 

4 

per n — 2 si ha 



V2 + t\V^ = 2cos(lH-2eM)^, 



da cui 



8 



3n 



per II -- 1, V2 + V'2 = 2 cos y , e per ii=— 1, ^2 — V2 =2 eos ^ , 

che sono formolo anch'esso notissime. 

Ammettiamo allora che la (1) sia vera per n, e dimostriamo che 
sussiste per n 4^ 1, cioè che si ha pure la relazione 



dove è 



K 



+ v'2 + i. V2 + i ™-i Va + . . ; + .•. V 2 = 

= 2 eoa (1 + 2e,, „ + 2V « + . . ■ + 2%,b) 25^ 



ir, LI — ' 



(1 ^ r ^ li). 



Sia in primo luogo tu=^+l- Aggiungendo 2 ad ambo i membri 
di (4) ed estraendo la radice quadrata, per la nota relazione 



1 + cos a = 2 cos^ 



2 eoa" *^ 



i^ì Soti<^ Ani!b« nota ilcaon Altra fornitila eorrLH^ndaDti zd una putì coleri aCflUa d«i i 
EMuntom frate il prot C. Alailm aagiuLU nel ^«fisfliMfiilo ta.uno IV^ fuc. l, noTembl-* 1ÌI07, p«g. 16, 
quflst. 878) Im formoli 

g„,(M.+(-i,.^ = yL>-V!-...-vr 

« propOQA eb« si dlmoatri dedu dondola dalla roUiict^ii» MtL{4^ ± x)=y- 



± fl*n2x 
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8Ì ricava: 



TU 



= 2 C08 (1 + 2ei, „-i + 2"f «, n-l + . . . + 2-^-' en-l, n-l) 25^, . 

E poiché, in virtù dell'ipotesi tn = + l, si ha per l^r<n 

8r, n ^^^^ 6r, n— 1 y Sn, n ^^ ", 

la relazione precedente può mettersi sotto la forma 



TC 



V2 + i„V2+»„_xV2 + ...+ii/2 = 

= 2cos(l + 26i,n + 2%„ + ... + 2"e„,n)2^«. 

II segno che compete al primo radicale è il segno -f-, poiché Tar- 
fomento sotto il coseno è minore di -^ • Infatti si osservi che le e 
hanno o il valore o il valore 1 e che perciò 

(1 + 26M + 2«e^n + . . . + 2"e„,n) ^. ^ [2^^' - D g^. < ^ • 



Per tn = + 1 la formola (1) è dunque dimostrata. 
Supponiamo ora che sia in = — 1. Moltiplicando ambo i membri 
della (3) per — 1 e poi aggiungendo 2 ed estraendo la radice qua- 

drata, in virtù della relazione 1 — cos a = 2 sen' ^ , si ha 



(5) +V2 + fnV2 + fu-iV2 + ... + tiV2 = 

= 2 Sen (1 + 2ei, n-l + 2"6i, n-l + . . . + 2°~* Cn-l, n-l) 2H+Ì = 

= 2 cos [2^+^ - (1 + 2e,.„-.i + 2"eg,n-i + . . . + 2-* en-i,n-i)] g^ = 
= 2cos[l + 2(l-ei,„-i) + 2Ml-e.,n-i) + ...+ 

+ 2'^-Ml-8n-l,n-l) + 2»]2^,. 

Intanto si ha, per tn = — 1, 

- - 1 Mr+l ■ « « tn— 1 1 'T' tr?r4-l » » « *n— i 

1 — er,n-i — 1— 2 "^ 2 ~ 

= 2 = «r,n (I^r<n; 

ed inoltre 

_LziÌB_i 

e però la (5) assume la forma (4). La relazione (2) sussiste dunque 
in generale. 
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2. Giova mettere la (2) sotto un'altra forma. Si muti in essa ir 
in tn-r e si ponga 

1 — h t — t'ita l—iih ù . 1— t'iti ...tn-i 

Al — Q » Ai — 2 f ^'•B — 2 » • • • « Ah— X — 2 

si ottiene 

(6) V2 + t'iV2 + t,V2 + ,.. + t„_iVl = 

= 2 cos (2"-Ui + 2"-» X. + . . . + 2X„-i tF 1) 2^. . 

3. Facciamo alcune applicazioni. 
Per tr = l si ottiene la formola (1). 

Per ti= — 1 e t'a = t8 = . .. = + 1 si ha Xr = l e però 



cei 



V2-V2 + V2 + ... + V2=2co8<-^^-^. 

(n) (n-1) (n-S; (U ^ 

Per tr=— 1 81 ha Xr = ^ e però se n e pan, 



(7) V2~V2-...~V2=2cos(2"-^+2--»-h...+2«+2+l)ò^x = 

tn) (n-1) ... fi) • ^ 

(2°+^ + l)ii 
8 . 2"+' ' 



:2cos 



è se n è dispari 



(8) V2 - V2 - . . . - V2 = 2 cos (2-^+2°-'+. . .+2*+2'+l) ^. = 



(n) (n-1) 



(1) 



^ (2°^^ -Dir 
= 2cos 3^^,^, . 



Supponiamo ancora che sia f'r = (-^l)' e però: 

rCr+l) 

l-(-l) ' . 



Xr-=- 



si ottiene per n pari : 



(2°+»+l)u 



/ , f 2 cos e nn-Hl . SQ h fl=0 (mod. 4), 

(9) V2-V2 + V2-...-V2= f2-«-l),. 



e per n dispari : 



5.2"+' 

- (2°+'-3)7t ^ ■ , ... 
2 cos e 2"+t » ^® ® "^^ (mod. 4), 

ù, (.-.,(.-« ... e.) 1 2 cos ^^3^'+^!" . 8eèn=3 (mod. 4). 
Supponiamo infine che sia ir = ( — 1)'""' e però 

r(r-l) 



(10) V2 — V2 + V2-...+V2 = 



Xr = 



l-(-l) 
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si ottiene, per n pari: 



Isa 



(11) y2 + V2-V2+...+.)/2 = j 



(n) (tt-1) (n-2) 

e per n dispari : 



(1) 



5 . 2"+' ' 
2cos— r-^ETT-» se è n=2 (mod.4), 



2 C09 ^ ^H-i » se è n=0 (mod. 4) • 



(12) 



V2 + V2-V2+...+V2 + 



I 2 eoa g o„4.i , se è n^l . (mod. 4), 



(n) 



(n-1) (a-i) 



(1) 



[2cos 



6 . 2^+' 



5 gn+i , se è n=3 (mod. 4). 



4. La formola (6) ci dice che il radicale continuo del primo membro 

• TU 

si esprime mediante il doppio del coseno di un angolo minore di -^ 

TU 

e multiplo di ^^^ secondo un numero dispari. Viceversa è facile os- 

servare che il doppio del coseno di un arco minore di -^ è multiplo 

di o^qn secondo un numero dispari qualunque è sempre esprimibile 

con un radicale continuo del tipo (6). Infatti l'espressione 

2"-^ Xi + 2--' Xa + . . . + 2X„_i + 1 

rappresenta nel sistema binario un numero dispari qualunque infe- 
riore a 2"*. 

Premesso ciò, dato un arco minore ài -^ e multiplo di oìtfi se- 
condo un numero dispari m, è facile rappresentare il doppio del suo 
coseno con un radicale del tipo (6). 

Si rappresenterà dapprima m nel sistema binario, osservando' che 
si ha evidentemente 

m = l 



E I "óa" I = Xn-2 



E 



\2"~7 — ^^ 



(mod. 2). 



Quindi si determineranno le i con le formolo 



ti = 1 — 2X1 , la : 



1— 2Xa 

1 — 2X1 ' 



^8 = 



1 — 2X8 

1— 2Xa' "" 



hx-l = 



l-2Xn-l 
l-2Xn-.' 



e basterà osservare che ir ha il valore + 1 — 1 secondo che Xr 
e Xr-i sono uguali disuguali. 
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Per es. si voglia esprimere con un radicale continuo del tipo (6) 

2 008 29 gT- . Qui è n = 5, e si ha 

29 = 1 ì 
X4 = 14 = 
X,= 7 = 1 [ (mod. 2). 
X,= 3 = 1 
X,= 1 = 1 
Quindi si ricava 

t,=— 1, i, = +l, i,=-j-l, ù=—l 
e però 

2cos29-^j = ì'2-y2 + y2 + V2-V2. 

Per l'es pressione di 2 cos 59 tJv ®' '*^ n ^ 6^ 



59 = 1, X. = 7 = ll 

>.s = 29 = l, Xa--3 = 1 J 



(mod. 2), 



e quindi 

U=— 1, fa — +1, /3=+l, l\=~l, /jj=_l. 

Dunque 



2 cos 



59-4- = V2-V2 + y2 + V2-V2->^ 



5. Le formola (2) e (tì) ci forni scoila due modi divem di consi- 
derare il radicale continuo con un niimoro infinito di radicali, 
Fotiianìo dapprima 



Ri = V2, Rfl^-Va + kV- K^ = V2 + iiV2 + ... + *^iV^i-*" 

La serie 

2 r 2^ n^ * - ■ ^ 2"-^ -T - ' - * 

e sempre convergente e la Biia somma a è sempre minore di L 
Allora per la formola (6) bì li a 

Min Ra = 2C08 -^- 

Questo limite ai cliianiii il valore del radicale continuo a destra 
e sì scrive 

V2 + i\ ÌÌT'uW+TT. = 2 eoa ^ . 
Per es. si ha^ in virtù delle formole (1) e {Q% 

V2 + 1/2 + VYH^ = 2, y2-V'2 + V2+7.T7=0, 
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V2 — y2-V2 — .... = 1, 



per le (7), (8) 

per le (9) e (10) 

(13) V2-V2 + V2^T^ = ^*^ 

e per le (11) e (12) 

(14) V2+V2-V^+vf^!Tr:=^*^. 

Poniamo ora invece 



R'i=-V2, R'2 = V2 + iiV2, R', = V2 + isy2 + ny2,..., 

R'n == V2 + tn-i V2 + ... + hV2 , . . . . 

Il limite di R'n per n = oo, quando esiste, si chiama il valore del 
radicale continuo a sinistra. In questo caso però la formola (2) non 
ci dà una serie come la formola (6), poiché nella (2) tutti i termini 
della somma sotto il coseno variano in generale con n. Il radicale 
continuo a sinistra o converge o è indeterminato, poiché le R' hanno 
valori compresi tra e 2. 

Un esempio di radicale continuo a sinistra convergente si ottiene 
quando le ir sono o tutte uguali alo tutte uguali a — 1. É chiaro 
allora che si ha 



i/ 



.. + V24-V2 + V2 = 2, 



V2 — V2 — V2 = l. 



Invece per », = ( — 1)'"' si ottiene un radicale continuo a sinistra 
indeterminato. Infatti in tal caso si ha 



Il'* = V2 + V2-V2 + ... + ^^, 

(2k) (2k-l) (2k-2) (0 



R'.k * . = Va - Ì2 +1/2 - V2 -f . 



si ottiene (v. foniiohi (14)) 

\^+i 



cu 



/o 



1 



e {w formola (13)) 



lim R'fli; 



lini H,,,, = l^ 



Michele Cipolla. 



Corloone, 28 novemljro l^OT. 
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L'ASSOCIAZIONE '* MATHESIS „ 



ChiarixMmo Collt^ti 



Bologna, 7 gennaio 1906. 



Ed ora veninmo atl& povera ^ Mathesis «? 

Crede Lei proprio possibile che in una forma ìtgah la * Matbesls , aia orm&i 
rìiorgìblle, trasformaliilo? lo no dubito Assaìt o credo che meglto riebbe met^ 
terci d'accordo Iti cinque o sei, soci od ex soci della * Mathessia ^ e fare senz'altro 
mi appello ai Collegbl tutti dell* itiBegnameiito medio e dcU'ìnac'guameuto superiore 
per costituire una Società nuova sili geneie di quella progettata ^ià nella Circ<H 
lare ni Lima, ormai dì veccbia data, relativa alla trasformazione che avrebbe do- 
vtito enbìie la * Matbeaia ,* Mi pare cbe ormai la pazìenia abbia superato ogni 
limite e che sia tempo d'agire specialmente di fronte alle proposte det Vailati 
oaHia della Commìasione Reale* snlìe quali h neces^aario che una larga ma di5ci< 
plinat.a diecna&ione ax apra. 

YÀ\i\ decida! io aono a sua diapoaizione ! 

Uordiali auguri e saluti. 

ÀLBMBTO Coi«TI. 



Cm^ù Lazzari 



ToriuOg 14 gennaio 1908. 



La lettura della lettera del prof. Eiboni, segretario della * Matbeda „, inserita 
nel Tul timo numero del PtrioditOj dimostra la necessita di venire ad una misura 
estrema per ^«Ivare rAssociaKione. Io non dovrei interloquire, perchè non sono 
più socio ■ ma data la mia speciale condÌKÌene, credo sarà benignamente tollerata 
ancbe la mìa parola. 

Credo dunque sia dovere dei membri del Comitato non ancora dimisaioiian 
(quanti, e cbi J^ono?) di Hoatituirai al Preaìdeute. ormai inorai mente decaduto, e 
di bandire nuove elezioni fra ì Soci, affinchè ti uni mente T Associazione tornì ad 
avere cjii l'am ministri o riprenda la sua vita normale. Se qne&to non ù facesse 
entro nn certo periodo (un mese, ad esempio) dovrebbe un gruppo qualunque di 
Sf>ci invitare Ì colleghi ad eleggere una commissione provvisoria cho avesse Tin* 
carico di esporre in un Bollettino le condizioni attuali della Sneietii, di pubUlreare 
Telenuo dei ìSoci, e di fare regolarmente le elezioni, couseguando al nuovo Comi- 
tato la direzione della Società. 

Be non ti riuscisse a fare ooppnr questo, converrebbe allora ritenere sciolta 
l'attuale Societii, e mettersi d'accordo fra alcuni professori, ancora soci o no, per 
rivolgersi a tutti gti insegnanti di matematica ÌnvÌtaudoli a unirsi in una nuova 
associazione simile in mnssima all'atlunle» la quale si nominasse un Comitato prov- 
visorio incnricato della revisione dello Statuto e della costituzione detihitivfl della 
Società. I fondi giacenti presso il Segretario prof. Eiboai passerebbero alla nuova 
Bncietà. 
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Se queste idee ti sembrano ragionevoli, pubblicale, fa11# pervenire all'attuale 
Comitato (se c'è ancora) ed ai Soci, e adoperati, tu che sei socio dei più stimati, 
ad attuarle. Vedo da me che ciò che io. propongo non è legale; ma chi parla più 
ormai di legalità nella povera moribonda * Mathesis ,, dopo che lo Statuto suo 
ò stato così dimenticato in questi due ultimi anni? Così non si deve andare avanti: 
e bisogna bene che qualcuno esca dall'attuale indecoroso stato d'incertezza, non 
foss'altro per dire ufficialmente le solenni parole : * Mathesis . è morta ! Almeno 
si potranno destinare ad un'opera buona quei po' di soldi che sono ancora in cassa, 
e qualcuno benedirà la memoria della defunta associazione ! 

Ma io troverei meglio fatte di rinascere e di tornare i^ lavorare come si fa- 
ceva dieci anni fa... te ne ricordi?... Io si; e ci ripenso con una specie di ma- 
linconia.... - 

Scusami tu e fammi scusare dai Soci se ho scritto questa lettera. Che vuoi ? 
non posso scordare la vecchia * Mathesis « che ho tenuta a battesimo e presie- 
duta per sei anni I.... . 

Ti saluto coll'antico affetto, e mi dico tuo aff.^'* 

Prof. Rodolfo Bbttazzi. 



In seguito a queste ed altre lettere, è stata compilata una circolare, che sarà 
inviata a tutti i professori interessati, allo scopo di costituire una nuova Società 
Italiana di Matematica, 



-•-♦- 



RISOLIJINI DELLE PSTII 736, 737 e 738 



• So» Se Ei , E2 , . . . Kt sono tulli numeri interi positivi non maggiori del' 
Vintero n che non hanno per divisori delle potenze h*°* si ha: 

h » 

(dove il simbolo V^ indica la radice h"' a meno di un'unità), 

G. B. Zbcca. 
Risoluzione del proponente. 

La totalità dei primi n numeri interi può essere scritta in t linee, ponendo 
in ciascuna linea il prodotto di una delle E per le potenze j^"* dei successivi 
interi fino al massimo (prodotto) che non supera n. 

Siccome la decomposizione di un numero intero in un fattore h^^° (che cioè sia 

la potenza h^^ di un intero) e in un altro non divisibile per alcuna potenza h^ 

i 
di intero è unica (se il numero dato decomposto in fattori primi è ìiai^i, i due 

1 

i i 

fattori sono rispettivamente (li oi'H)'* e n a/i essendo qi e ri il quoziente intero 

i 1 

ed il resto di ai per h), così avremo nel quadro numeri tutti diversi ed eviden- 
temente tutti i numeri interi non maggiori di n. 
Consideriamo ad esempio la linea : 

P.Ei, 2»».Ei, . 3^E, nri^Ei. 
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Dovrà essere 
Baia dunque 

Dunque 
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mi 



-ii' 



Altra risoluzione del sig. Vacchi, R* U. dì Bologna. 



e. d, l 



« *» #♦ Sta N il punto d'incontro della norntaU ad un ellisse in un punió M 
cùll'asse maggiore di qut&ia, P U jntdt delta pirpettdicchìre condotta dal centro alla 
paraiUla alla tatig^ntw in M^ tottdoHa p#r N. Si trovi l'area dilla ctt**ta luogo di P, 
éhé ^ ima tnrva unicursaU del C^ ordine, E.-N* BABlstUf* 

Rìioluzione del sig, prof. J. Roie di Nìvelles (Belgio), 

L'equazioni della tangenle e della normale all'ellisee nel pauto di coordinate 
a eoa sp y ò aen ^ eaaendo 

xb eoa T -j- y , *i sen ^ =^ ab 
asa aen 9 — ^ . i cos 9 ^^ (a* — b-} sen 9 eoa ^r 

<?* . e 

le coordinata del putilo N aoiio «en <pi 0^ è perciò, essendo i^^ — , le equa* 

zioni dell© rette NF e OP sono 

a^ aen 9 ~J- ^lt cos qp ^ ale* eoe' 9 ^ 

Il luogo del punto F è dunque 
oaaia in coordinate polari 



,^ ((l«--t')«C03*tì 



L*area della curva & 



a* eoe* e -f òVsen^t* 



Jo Jo rt'coa*tì + È'fien* 



d% 



e (a* — &*Joos*eH-fr« 



\ b^ )^ eoa* 



n (n^ — b^ 



nia^-b^} ,, , h'^T^ nia~h)*ia-\-2b) 
2~^-"' +^= 2^ '■ 
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• 38» 1°. Se i raggi dei circoli exinscrilti di nn triangolo sono in progreS' 
sione aritmetica, la retta che congiunge il punto di Gergonne al baricentro è jpa- 
9'allelo al lato medio. 

2®. Se i raggi dei circoli exinscritti sono in progressione geometrica, la retta 
che congiunge il centro del circolo inscritto al punto di Lemoine è parallela al 
lato medio. La retta che congiunge il punto di Nagel al punto di Gergonne è pure 
parallela al medesimo lato. 

3*. Se i raggi dei circoli exinscritti sono in proporzione armonica, i lati sono 

in pf*ogressione aritmetica, il baricentro, il centro del circolo inscritto ed il punto 

di Nagel sono sopra una retta parallela al lato medio. 

E.-N. Babisibit. 

Risoluzione del sig. R. Vercellin, R. U. di Torino. 

Preso un punto P nel piano d*un triangolo ABC, denotiamo ordinatamente 
con Ap , Bp , Cp i punti in cui le rette AP, BP, CP incontrano i lati BC, CA, AB 
e con ocp » Pp , Tp i valori dei rapporti semplici (BCÀp), (CACp), (ABCp). 

La convenzione fatta pel punto P valga anche per un punto qualunque del 
piano del triangolo. È noto che il rapporto di partizione determinato dalla retta PQ 
sul lato BC, ha per valore (') 

-4- + ^ 



Yp — Yq 

quindi : condizione necessaria e sufficiente affinchè la retta PQ sia parallela al 
lato BC, è il verificarsi della relazione 

1 ^ 1 
Pp Pq 

In particolare: la retta che congiunge il punto di Gergonne al baricentro è 
parallela al lato BC, se si verifica la relazione 

— 1 = — 4- 1, ossia rb -f- re = 2rm ; 

rm fa 

la retta che congiunge il centro del circolo inscritto al punto dì Lemoine è pa- 
rallela al lato BC se è verificata la relazione 

e c^ h b^ 

5-= 1 r- » ossia eia — c) = b{b — a), 

a a^ a a^ 

che equivale alla 

**brc = ra*; (1) 

la retta che congiunge il punto di Nagel al punto di Gergonne è parallela a BC 
se si verifica la relazione: 

ra re r» rb * 

ossia la (1). La retta che contiene il baricentro, rincontro e il punto di Nagel è 
parallela a BC se si verifica la relazione: 

re I b ' b * e ^ra 



(^) V. la mia nota: ShI triangolo, in questo stesso fascicolo. 



r 
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Rtistaun pevtnnUi pìen&menlfj diinostraè« le venta <lé}IVfiuLici«^tu. 



Altra HfOlu2(one del sig. pret J. Roie dì Ni?e!lai (Bulgtf»). 

l^ Siancj h & K ìi biiritientro ed il puntò dì Gorgutine, A' il piti» la d'i neon tra 
4i AK e BC. 

Il teorema di Menelao dti nei triutig^lo BAA' 



8e 



2r« — f\ -h 'V ♦ 



Tk " (j, — hi {p — e) " 

2 1 



osata 



l 






la frazione precedente è eguale n 2» e BK è pattili eia ii B€, 

2^ Stano 1^ L, N il centro Olel t;ircolo inacijitu, il punto di Lemùiae ed il 

punto di Nagel; Ai , Aa , A3 ì punti d'intoutru di AI, kh, AN con BC. 
Si trova fauìlment^s pel teorema di Menelao 



JA'~ *i 

NA 



LA ^ Z>^ + e* 
LA' "" li* 
a 



NA' ji ^ « 
IL è parallela a BC nel caso ìu cui 



lA _ LA 

lA'" LA'* 



ovvero h'^ -h f" = " {h -h e) 
e KN è parallelo al niedeaìmo lato se 

ovvero {p — «)* ^ (^ — h) ip — t). 



KA 
KA 



NA 
NÀ' " 



(l) 



12) 



Le reìa£[oni (IJ e [2) bl deducono dulia relaziune 



Z^, 11 baricentro, il eentro del circolo inscritto ed il purUo di Nagel Hiono sopr& 
una parallela a BC, ^e 

lA _ NA 
lA' ^ NA' " 



è + cr = 2a , 



2jj = Sri 



cosa die risulta deirìpotesi 
2 



*. »b ^L- 



osala 2{p — a} ^= j* ^ b -\- p — e 
Si vede anello che i lati notio iu progreiii^ioue aritmetica. 




y 
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QUISTIONI PROPOSTE 



742. Trovare l'equazione dell'inviluppo della retta che congiunge 
i punti (xi , 2/1) (xt , i/j), essendo 

Xi = a cos° cp , X2 = a eoa** 9 
yi = b sen° cp , 2/t = i' sen» cp 

dove ;'j è un angolo variabile e trovare l'ordine della curva stessa. 

743. 1^ Si considerino due iperboli equilatere coniugate. Tutte 
le ellissi concentriche ad esse, aventi per assi gli asintoti e tangenti 
alle iperboli, hanno eguale area. 

2®. Si consideri un ipocicloide a 4 regressi. Tutte le ellissi con- 
centriche air ipocicloide aventi per assi le tangenti di regresso di 
questa, e tangenti alla curva hanno costante la somma delle lun- 
ghezze degli assi. 

E.-N. Barisien. 



BIBLIOGRAFIA 



Anton Maria Bustelli. — Elementi di filosofia della matematica nei 
riguardi didascalici, con prefazione di V. Cerruti. Roma-Milano, 
Società editrice " Dante Alighieri ,, 1905-1907. 

Chi sortì da natura carattere intensamente laborioso e mente appassionata- 
mente dedita alle speculazioni scientifiche, difficilmente si adatta all'assoluta ina- 
zione, anche se questa non è in fondo che il giusto riposo che tien dietro a una 
vita attiva tutta spesa nel raggiungimento del più nobile degli ideali, l'educazione 
scientifica della gioventù. 

Tal si può dire del venerando Pro fessure Anton Makia Bustelli che, nobile 
esempio alla gioventù non raramente bisognosa di stimoli, si è accinto con animo 
sereno ed indomita volontà, a studiare l'intima natura delle nostre conoscenze 
matematiche mostrandone, con rara perizia filosofica, il nesso e l'origine. 

L'opera compita sarà divisa in otto fascicoli, col seguente contenuto : 

1. IVolegomeni. — II. Appunti di logica della matematica, — III. La singola^ 
rità é la pluralità. — IV. La grandezza e la quantità. — V. Lo spazio e l'esten- 
sione. - Il tempo e la durata. — VI. Il moto e la velocità. — VII. La materia e 
ìa forza. - La materia e la massa. — Vili. Gli elementi della matematica e la loro 
propedeutica. 
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Dì qite&ti fase! coli i primi due furono pubblicnti n«L 1905 e ì da» succeasivì 
eDtlatito ni?l 1907, in causa di una proltiiigaU iiidis^poaiziòne del ulitnrn Mnestro. 
Ora Egli ftlUiidtì rUr ieditaìiiM& dei rascìctili V o VI ; » poicliè tutto fa apt^rare 
cbe coutìnui nello atatu ottimo dì sua salute, bi ritiene cbe iu yii Avvenire pros- 
simo ai avrà tutta L opern eumplet». 

Le idee sono eipresso i» tutto il lavoro eon encomiabile cbi^reiCEa ed è lode- 
vole la diligenza t-lie manifesta TAutore nello stabilire ì coitt'r<tti veiainent» pri* 
movdiali, il giiiato tufficio dui pui^tulMì e le varie apeniu di defiuizifMiì^ 

Sarebbe stato forse bene evitiire l'uso della fra^e fhtziomf lo§$en (§ 19) clie 
non aerubra troppo adaltiL Cosi pure il Capo IV del 11 fascicolo: !i tmovo prtkgramma 
tii nmUmatkti ptr i ginnuMÌ e licfi tmn aembra propriamente al atto poeto, eoatitueudo 
eaeo un fatto speciale troppo diverso dalla trattazione teorica precedente. Tutto 
al pili si sarebbe potuto riunire in una Appandli'e a parte, e non nel corpo del lavoro. 

Sono aa^ai giudiziose le osservazioni profondu die nel Kaacteolo HI ei fauno 
dall' Aature anll'infinitOj sul numero e i) tempo, sulle operaiiioni accieaititiwe e 
diminutive* Forse sarebbe stato nieglio lasciare da parte ì grAmmatici col loro 
sinpoJaré e phinth. E in quanto alla poUmn rìfltssut quantunque eia tutto giuato 
mo cbe dice TAutore, non si comprendo La ragione perchè s'introduca questa nuoira 
operassi one dal moniento cbe non si ba nes&uua regola speciale per effettuarla* ma 
ai deve ricorrere alla regola generale, ciò cbe non succede ad esempio per la 
tnoltiptienzione conaiderain come caso speciale deiraddizione. 

lì Fascicolo IV è parti colami e u tu denso di concetti utili che vengono ©sposti 
con molta perizia e coininon devote ordine. 

E uu'idea felice quella dell' intreduzioue del mcf/f^ro |§ 28^, col quale TAutore 
tratta con molta aempUclta e rigore dei numeri negati vi^ degli irrazionali radi cali 
e degli irrazionali logaritmici. 

In quest'ultima parte del lavoro pubblicato sonò studi&te iu modo ongìuale 
e completo le operazioni dei tipi 

« = ff + o', JJ = ff\ V — fef, \€ ^ h^\ 

ricavandone risultati ed osaerva^ioni degni di nota, e il lavoro sì chiude con no 
capitolo assai beo fatto sull'algoritmo. 

Un indice bibliogralìco accompagna ciascuno dei quattro fascìcolt, il che faci* 
liba la ricerca delle fonti per coloro che intendono approfondirsi nel dilficite e 
complicato argomento che l'Autoro con mano maestra, ha aaputo effieacemcnte 
sviluppare in tutti i suoi particolari. 

La parte pubblicata ci dà affidumeuto cbe la parte ancora in formazione com-^ 
pioterà degnamente la prima. Auguriamoci cbe venga presto il giorno in cui gli 
altri fascicoli vengano alla luce; ìu tal modo ai avrà il piacere di leggere tutto 
di seguito un^ opera cbe ha il progio Incontestabile di spingere la nostra mente 
alla meditazione, il cbe costituisce il djatintivo precipuo di un'opera veramente 
filosoiica* 

G^ PlSORDlKI. 

Roma, gennaio 1903. 



Giulio Lazzeri — Dòettore-re^spoìisabile 
nmu di fftaatp«i% Il SI UMinifo 1008 




Sedb del Congresso. ~ Tutte le sedate, dopo la seduta inaugurale, avranno 
luogo nella B#de deirÀccademia dei Lincei (Palazzo già Corsini, Via della Luu- 
gara, 10). Nello stesso Palazzo risiederà la Segreteria del Congresso dal 1° al 
15 aprile. 

Quota d' iscrizione. — L. 25 e L. 16 per ogni persona di famiglia, da in- 
viarsi al prof. Vincenzo Reina, Piazza S. Pietro in Vincoli, 5, Roma. 

CONFERENZE. 

Darboux. — [Sujet non encore précise de Geometrie infinitesimale]. 

FoRSYTH. — On the preseut eondition af pnrtial differential equationi of the 
second order, as regnrds formai integration. 

Hilbert. — Die Methode dei' unendlich vielen unabhàngigen Variahehu 

Elein. — IJeber die mathematische Encyhlopàdie, 

LoRBNTZ. — Le partage de l'energie entre la tnatière pondirahle et Véther. 

Mittao-Lefflbr. — Sur la représentation arithméiique des fonctions analgtiques 
généralea d'une variable compUxe, 

Newoomb. — La théorie dti motivement de la Lune; son progrès et son élat 
actuel. 

Picard. — L'Analyse ddna ses rapports uvee la PhysitiUé mathétnattgue. 

Poincaré. — [Tema da stabilirsi]. 

Veronese. — La Geometria non archimedea. 

Nella Seduta inaugurale verrà poi letto il seguente discorso: 

Volterra. — Le Matematiche in Italia nella seconda metà del secolo XIX. 



Per tutti gli schiarimenti e le informazioni riferentisi al Congresso, 
rivolgersi al Segretario generale del Comitato organizzatore : 

Prof. G. Castelnuovo, Piazza S. Pietro in Vincoli, 5, Roma. 



LIBRI ED OPUSCOLI RICEVUTI DALLA DIREZIONE. 

Bagnerà et De Franchis. — Sur les surfaces hyperelliptiques. (Paris, 1907.) 
BuRALi-FoRTi e Makcolongo. — ter V unificazione delle notazioni vettoriali. Nota III. 

(Rendiconti del Ciro. mat. di Palermo, 1907.) 
CuTRONi. — Alcuni teoremi di geometria negli spazii a \\ dimensioni. Nota I. 

(Parallelismo e Perpendicolarità, Messina, D'Angelo, 1907.) 
D*0cA6NE. — Calcul graphiqtu e Nomographie. — Encyclopédie scientifique. (Bi- 

bliothèque de Mathématiques appliquées, Paris, Doin.) 
Flammarion. — Initiation astronomique. Paris, Hacbette, 1908. 
Frattini. — Elementi di calcolo letterale per uso delle scuole tecniche e normali 

e degli ammittendi agli istituti tecnici, Paravia, 1908.) 
JouNO G. C. and W. H. — J'he first hook of Geometry. (Denf s series of Mathe> 

matical and scientific text books for scbools). London, Dent & C, 1905. 
Sannia. — Linee isocline rispetto alle linee di curvatura. (Rend. del Circolo mat. 

di Palermo, 1908.) 

Smì bmrieeniri di una curva »tata omogenea. (Giorn. di Battaglini, 1907.) 

Scorza. — Le varietà a curve sezietn eUUiiche. (Rendiconti della R. Accademia 

dei Lincei, 1908.) 
ToNELLi. — Sulle funzioni derivate. (Rendiconti del R. Ist. Lomb. di se. e lett., 1907.) 
Vaccari. — // viaggio d'istruzione della li. Acc. navale (Rivista roilit. it., 1907.) 
Vailati. — La Matematica nelV insegnamento secondario. (Boll, di Matem., 1907.) 
Vercellin. — Equazioni le cui radici sono disponibili in gruppi binari aventi pro- 
dotto costante. (Periodico di Matematica, 1907.) 
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(Cantinuag, e fitte — v. fascicolo prtcedentt) 



'. 13. Consideiiauìo ancora un 
triangolo ABC e, nel suo piano, 
due punti P, Q; giusta le nota- 
zioni sin qui adoperate, indicliia- 
mo rispettivamente con Ai, Bi, Ci 
i punti d'incontro delle coppie di 
rette BpCp, BqCq; CpAp, CqAq; 
ApBp, AqBq, e con A',B',C' i punti 
d'incontro delle coppie di rette 

JOpv/qtJtJqL'pJ LpAq, OqAp^ ApOq, Aqi5p. 

Sappiamo che le rette BiCi,CiAi, 
AiBi contengono rispettivamente 
i punti A, B, C. Ciò premesso, il 
rapporto di partizione determi - 
nàto dalla trasversale angolare 
ABiCi, sul lato BC, ha per espres- 
sióne (n. 7): 

-±+± 

Tp Yq 



Pp — Pq 

Poiché, inoltre, per il punto À', 
si ha (n, 7) 

«»' = 



Yp ' Yq 



Pp — N 

si conchiude che t punti A, Bi, Ci, 
A' sono aUÌ7ieatL 
Sì ha inoltre: 

HpYq PqYp , 

*'~-Yp + Yq' 



Ya'^ 



Pp 



1 



Pq YpYq(Pp-Pq) 



JL _ JL rpYq-pqYp ' 

PpYq PqYp 



Consideriamo ancora un trfan- 
golo ABC e, nel suo piano, due 
rette p,q; giusta le notazioni sin 
qui adoperate, indichiamo rispet- 
tivamente con ai, il, Ci le rette 
che uniscono le coppie di punti 
(BPb,CPe), (BQ,>,CQ.);(CPc,AP.), 
(CQc,AQa);(AP.,BPb),(AQa,BQb)^ 
e con a\ b\ e le retto determinate 
dalle coppie di punti (BPb, CQJf 
(BQb,CPe); (CPc, AQaUCQcAPa); 
(APa, BQb), (AQa, BPb). Sappiamo, 
che i punti aièi, éiCi,Aai appar-' 
tengono ai lati AB, BC, CA. Ciò 
premesso, e chiaro che il rapporto- 
determinato dal punto. bxCi sul la- 
to BC ha per espi'essione (n. 6) 



-^+ 



£b. 



— Pc -|- go 

Poiché, inoltre, per la retta a', si 
ha (n. 6) . 



a\ = 






Po + gc 

si conchiude che le rette BC, 61, Ci, a' 
concorrono in un punto. 
Si ha poi: 

Pc ' Qc Pbgb(Po-^gc) 



ab = 



J l_ 

Pbgc Pogb 

— Pbgc + Pcgb . 

gb— Pb 



Pb^c+Pc^b* 
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perciò h facile verificate che ha 
luogo la relazione 

J__J_ J___L 

Jì> §q_ ^ Jp ^ 
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Tp— r^ 



Tp — Y»' 



pereto è facile verificate che ha 
luogo la relazione 



talché si può dna (ii, 6) che ì 
putiti P, Q, A' sono alliueati. In 
conciusionei 

* / punti A\ B\ C\ P, Q appm- 
tetigona ad una retta ^* 

(4. Le canelusioni a cui ora siamo giunti ci mettono senz'altro in 
grado d'enunciare le seguenti proprietà: 



1 1 


1 1 


Pb — ?b 


pu — ^b ' 


talché 81 può 


dire (u. 7), che le 


rette p, q, a' 


sono concorrenti. 


Dunque: 

• Le rette a 


» b*, e', p, q f orinano 


fasci0 ^. 





Teorema. — 1 vertici di due 
triangoli inscritti in un terzo, ed 
omologici con esso, appartengono 
a una medesima contea. 

Ed infatti^ i punti Ap,Bp,Cp, 
Aq,Bf,|Cci, sono vertici d'un esa- 
gono nel quale la coppie di lati 
opposti n'incontrano in tre punti 
allineati (n. 12 e 13), ilnnque, per 
l'inverso del noto teorema di Pa- 
scal, quel Tesarne è inscrittibile in 
una conica. 

Corollario. — Se una conica 
è circoscritta ad un triangolo in- 
scritto in im dato e con e^ìso omo- 
logico, le cofigiungenti i vertici del 
dato coi punti in cui la conica in^ 
contra ulteriormente i lati opposi i, 
concorrono in un punto. 



Teorema. — 1 lati di due trian- 
goli circoseritti ad un ter^o ed omo- 
ligici con essOf sono tangenti a mim 
atesm conica. 

Ed infatti, le rette AP*, BP,,, 
CP«, AQn, BQ„, CQ, sono lati d'un 
esagono nel quale le congiungenti 
i vertici opposti concorrono in un 
punto (n, 12 e 13), dunque, per 
r inverso del noto teorema di 
Brianchon, Ftìsagono è circoscrit- 
ti bile ad una conica. 

Corollario. — Se una conica 
è inscritta in triangolo circoscritto 
ad un triangolo dato e con esso omo* 
logico, le ulteriori tangenti alla co- 
nica, condotte pei vertici del trian- 
golo dato, incontrano i lati opposti 
in tre punti allineati. 



15. Consideriamo in un piano due triangoli ABC, LMN, fra loro 
così riferiti, e inni retta p, tale che le congiungenti i punti L» M* N 
rispettivamente compunti in cui la retta p incontra i lati BC, CA, AB 
concorrano in un punto P. Dimostreremo clie le congiungenti i ver- 
tici A, E, C del triangolo ABC rispettivamente co' punti in cui la 
retta p taglia i lati MN, NL, LM concorrono pure in un punto. 

Siano ordinatamente A(,,B<,,C,, i punti in cui le rette rhe c-on- 
giungono i vertici A, B, C rinpettiviunente compunti pMN,pNL, pLAI 
tagliano i lati BC, CA, AB. Siccome (n. 6) 






ph- 



. Tt* Ym , 

Ctp — OEiii 
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essendo 

PaPbPc = 1, 

(«p — «iì)(Pp — eOCYp — Ym) 

an^iYm (ap — am) (pp — pn) (Yp — Yi) " 
Ciò posto, abbiamo: 

7^ — Ie Ib. . ; — 

CCta. — OCn 

e quindi 

J^ 1 __ Pm — Pn Pp — Pn 

Pc 



L 






Pm — Pn 



/e 



«n [gin (Pm — 3n) (ttp — ' «p) — «p («111 — ap) (^ — gì 
(aui — OCn) (oCp — OCn) 

— («n— ap) + — (ap — axn) + — (am 
^•p T» Tp Tp 



ap — ttn 

e analogamente, 



OCfn ■"" an 



Ih — Ph = 



Yro Yp Yp Ym 



am — an Ofp — OCm 

Y p (Ym — Yn) (ap — am) — Yp (am — an) (Yp — Ym) 
YmYnYp (am — an) («p — Om) 

1 — (ap — ap) + — (ap— am) + — (^u 

A Tm Tp Tp 



ap — am 



•an 



Per conseguenza si ha 



h 



1^ 

Po 



an (ap — ttm) 

ap — an 



In modo analogo, si trova 

o pi (3p - M ^ Ym (Yp - Yl) 

P"" Pp-Pì • ^'~ Yp-Yo. • 

Da queste, in virtù della (a), si ricava 

e si conchiude che le rette AAq,BBq,CCq concorrono in un i 
Dunque potremo enunciare il seguente 

Teorema. — Se le congiungenti i vertici d'un triangolo co' ^i 
cui una eerta retta incontra i lati d'un altro triangolo, eoncor^ 
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Intanto potremo dire: 
f Teorema. — Le congiungenti i vertici cPun dato triangolo, rispetti" 
vomente con tre punti allineati presi ordinatamente sui tre lati .cPun 
triangolo in esso hiscritto e con esso omologico, incontrano i lati opposti 
in tre punti allineati. 

In particolare, abbiamo: 

* Le parallele condotte pei vertici cPun triangolo rispettivameìUe ai 
lati <fun triangolo inscritto nel dato, e con es^o omologico, incofitrano i 
lati opposti in tre punti allineati „. 

18. Si abbiano due triangoli ABC, À'B'C complanari. Supponiamo 
che le parallele condotte per A,B,G rispettivamente alle rette FC, 
CÀ', A'B' incontrino i lati BC, CA, AB del triangolo ABC in tre punti 
allineati. Vogliamo far vedere che anche le parallele condotte per A'^, 
B', C rispettivamente alle rette BG, CA, AB incontrano i lati B'C, 
CA', AB' del triangolo A'B'C in tre punti allineati. Siano rispetti- 
vamente Ai,Bi,Ci i vertici del triangolo che ha per lati le parallele 
condotte per A, B, C alle rette B'C, CA', A'B'. I triangoli AiBiCi, 
A'B'C sono evidentemente simili ed hanno le rette omologhe fra loro 
parallele, sicché basterà provare che le parallele condotte per Ai, 
Bi, Ci rispettivamente ai lati BC, CA, AB incontrano ordinatamente 
-le rette BiCi , Ci Ai , AiBi in tre punti allineati. Ora, i due triangoli 
ABC, AiBiCi sono omologici per la fatta ipotesi; inoltre, il triangolo 
ABC è inscritto nel triangolo AiBiCi,- dunque, per il corollario del 
n. 17, risulta subito che le parallele condotte per Ai^Bi,Ci rispetr 
divamente alle rette BC, CA, AB tagliano BiCi, Ci Ai, AiBi in tre punti 
allineati. Dunque: 

Teomema. — Se le parallele condotte pei vertici d*un triangolo ri- 
spettivamente ai lati d'un altro, incontrano i lati del primo in tre punti 
allineati, anche le parallele condotte pei vertici del secondo, rispettivametite 
ai lati del primo, iticontrano i lati del secondo in tre punti allineati. 

19. Si abbiano ora, in un piano tc, due triangoli ABC, LMN, fr^ 
Joro così riferiti. Supponiamo che si sia trovata, in tu, una certa 
•retta p, tale che le congiungentì i vertici A, B, C del triangolo ABC, 
rispettivamente con i punti pMN, pNL, pLM incontrino i lati BC, 
CA, AB in tre punti allineati. Faremo vedere che anche le congiun- 
genti i punti L, M, N rispettivamente coi punti pBC, pCA, pAB ta- 
gliano MN, NL, LM in tre punti allineati. 

Preso pertanto, fuori di tu, un punto S, si proiettino da S i punti 
del piano iz su un piano ti' parallelo al piano pS. In seguito a tale 
operazione la figura ABCLMNp viene trasformata in una nuova fi- 
gura A'B'CL'M'Ny«j, essendo p^ la retta all'infinito del punto tu'. 
Poiché, com'è ben noto, l'allineamento dei punti e la concorrenza 
delle rette si mantengono per proiezione e sezione, le congiungenti 
i punti A', B', C rispettivamente ai punti p^M'W, p'^oNL', p'^L'ìlL', 
ossia le parallele condotte per A', B', C ordinatamente a M'N', N'U, 
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LM', tagliano la rette BC\ C'A\ k'W in ti'6 punti allineati. Talché 
{ju 18) le parallele condotta per h\ M.\ N' ordinatamente a BC, CA', 
A'B, ossia le con gì ungenti ì punti L', M', K rispetti vamen te ai punti 
pWU, pCA\ j) A B tagliano le rette M N, Kh\ L'N in tre punti al- 
lineati. Quindi^ trattandosi sempre di proprietà proiettive, nel piano ic, 
ai ha che le congiuugenti i punti L, M, N rispettivamente ai punti 
pBC, pCA» pAB, tagliano le rette MN, NL, LM in tre punti allineati. 
Dunque diremo: 

Teorema* — Dati dus triangoli conìplanaHj fra loro rÌftf*Uij se le 
cmgiungenti i vertici ddrtinoj coi punti in cui una certa retta taglia i 
lati ddl'altro, incontrano i lati oppùsti del primo in tre punti aiUnéaiit 
anche le congiungenti i t^ertici del secondo rispeitìmjììenie co' puiUi in 
cui la stessa retta taglia i lati del primOf incontrano i lati oppodi del 
Secondo in tre punti idlineatL 

Il duale del teorema precedente può enunciarsi come segue : 

Teorema. — Dati due triangoli complanari ^ fra loro riferii i^ se le 
congiungenti t vertici d'uno d'essi^ colle proieziùni sui lati opposti del 
medesimo dèi vertici delVaUro^ da un certo punto, sono concorrenti^ anche 
le congiungenti i vertici del secondo colle proieziotii sui lati opposti di 
esso dei vertici d-el primo, dallo stésso punto, sono concorrenti. 

20- Sulle mediane AG, BG, CG, d*un dato triangolo ABC, pren* 
diamo rispettivamente tre punti L, M, N. Ci proponiamo di far Te- 
dere che le parallele condotte per A, B, C, rispettivamente alle 
mediane del triangola LMN, concorrono in un punto. 

Ossei viamo anzitutto che, per le fatte ipotesi, si hanno le relazioni: 

Ciò posto, detto R il punto medio del segmento MN, s*indichì conp 
la retta LR e con P„ il punto in cui la medesima in co ti tra la retta 
all'infinito del piano. Siano infine Ap, Bp, Cp» rispettivamente, i punti 
in cui le parallele alle mediane del triangolo LMN, condotte per A» 
B, C tagliano i lati BC, CÀt AB. Manifestamente la rettaci è la me- 
diana uscente da L. Ciò posto, si ha (n. 2) 

li Om 1 «n *— ' / 



= Ì'^^(^^ + 2^)' 
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^r — Q l*^ ~r ^n/ ^^* o "« 



+ 



■p»~^ 



^-i) 



Per conseguenza, riBulta 

CZr 



-U ( ^ 



an 



Ofn_\ 

-2J- 



a 

Yr = - 



3an — anYi»— 2 

dym — ftnYm — 2 

qXr _ 4 — ttn — Ym 

C2rr 3an — anYm — 2 * 
feyr^ SYm— «nYm— 2 

4 — ttn — Ym 



Si ha inoltre 



axr 



ap = 



Pb-i' 



e quindi, sicoomo è 



Pb = 



P«== 



Yl Yr _ 



■?1+- 



«1 — «r 



-^ + 



«r 



-1-a, 

«r 



(d dedude 



Pl-Pr 



Pl-jJr 



^ ^ gr Pr '^^ 
«p = — j 

1 — -p;- — ?lYr + Yr 

Questa, s cagione delle (a), (6) e (e), diviene: 

— Bangi + g^PiYm + 2a„ + 2pi — 4Ym + * 

"" — 3^iY« + piYmV„ + 2fc + 2Y» — 4a„ + 4 

e poiohè si ha analogamente 

— 3giYm + PlYm«a + 2gi + 2Ym — 4«n + 4 
■ — 3Ym«n + Ym'ngl + 2Ym + 2an — 4Bi + 4 ' 

— 3Yn.g. -f YB.^nPi + 2Ym + 2«„ — 48, 4- 4 



Yp = - 



• 3a„Pi + «npiV» + 2a„ + 2.di - 4Ym + 4 ' 



81 ricava 






*pÌ-pYp 1» 

e si conchìude che le rette ÀAp, BBp, CCp concorrono in un punto P. 
Ed ora facilmente possiamo venire ad una importantissima con- 
clusione. Consideriamo due triangoli complanari ÀBC, À'B'C; siano 
rispettivamente G, G' ì loro baricentri. Supponiamo che le parallele 
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Jele condotte pei vertici <]i A,'iB*iC'i alle mediane del triangolo. AiBiCi, 
os sia l e c ongi uqg ènti i punti A'i,B'i,C'i rispettivamerite co' punti 
p„AiPi, p„BiPi,p„CiPi, concorrono in un punto. Trattandosi di pro- 
prietà proiettive, si avrà, corrispondentemente, che nel piano tu, le 
congiungenti i vertici di À'B'C, rispettivamente ai. punti in cui la p 
taglia le rette AP, BP, CP, concorrono in un ponto. 

Rimane in tal modo pienamente dimostrato il teoi'ema generale 
enunciato. 

22. Traducendo per dualità il teorema ora dimostrato, sì lia: 

^ Teokeìì A. -^Mati due trilateri complanari abc, a'bV, così riferiti, « 
un punto P nel loro piano, essendo rispettivamente p, p' le polari di eiso 
punto, rispetto ai trilateri medesimi, se i punti d incontro de lati a, b, e del- 
l'uno, rispettivamente con le congiungenti il punto P coi punti a'p', b'p', c'p', 
^ono allineati, anche i punti d'incontro de' lati a, h\ e' dell'altro con le 
congiungeiUi lo stesso punto P co' punti ap, bp, cp, sono allineati. 

Suppongasi ora, in particolare, d'aver due triangoli complanari 
ABC, A'B'C', aventi in comune il barice.ntro; le polari d'esso rispetto 
ai due triangoli, coincidono con la retta all'infinito del piano che si 
considera. Applichiamo il teorema precedente al caso in. cui esso ^ia 
valido, qualora .il punto P dell'enunciato coincida con questo comune 
baricentro. Esso prende, allora, la forma che segue: 

" In due triangoli aventi lo stesso baricentro : se le parallele condotte 
pel coìnune baricentro (ti lati dell'uno incontrano i lati dell'altro in tre 
punti allineati, anche le parallele condotte per là stesso baricentro, ai lati del 
secondo, incontrano i lati del primo rispettivamente in tre punti allineati „. 

23. Consideriamo, in un piano tu, due triangoli ABC, A'B'C; siano 
<j, 3' rispettivamente i loro baricentri. Supponiamo che le parallele 
condotte per G a B'C',C'A', A'B', iucontrino rispettivamente i lati BC, 
CA, AB del triangolo ABC in tre punti allineati; faremo vedere che, 
in quella ipotesi, anche le parallele condotte per 6' ai lati BC, CA, AB 
del triangolo ABC, incontrano i lati B'C, CA', A'B' del triangolo A'B'C, 
in tre punti pure allineati. Osserviamo, all'uopo, che se si muovesse 
il triangolo A'B'C parallelamente a se stess.o, fino a far coincidere il 
pVinto G' con G, il triangolo fhedesimo assumerebbe una nuova ben 
determinata posizione A'iB'iC'i» che ora è opportuno considerare. 
Siccome le parallele condotte per G:ai lati B'iC'i, C'iA'i, A'iB'i, non 
sono altro che le parallele condotte per lo stesso punto a B'C, CA', A'B' 
^•ispettivamente, per la fatta ipotesi, le parallele condotta per G (ba- 
ricentro comune ai triangoli ABC, A'iB'id) a BC, CA, AB, incontrano 
i lati B'iC'i, C'iA'i, A'iB't rispettivamente in tre punti allineati (n. 22). 
Per conseguenza, anche le parallele condotte per G' rispettivamente 
ft BC,CA,AB, incontrano i lati BC, CA', AB', del triangolo A'B'C. 
in tre punti allineati. Dunque potremo dire: 

. Teorema. — Se le parallele condotte pel baricentro d'un triangolo ai 
lati d'un altro incontrano % lati del primo rispettivamente in tre punti 
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allineali^ anche le parallele condotte pel baricentro dd secondo ordttuila«> 
niente ai lati del primo, incontfnno i lati del secondo rispeUimmmU in 
tre punti allineati. 

24. Da questo teorema, mediante il metodo di proiezione, prece^ 
dentemente usato, deducesi la proprietà genernle seguente: 

Teorema. — Dati due triangoli complanari, fra loro rife^'Ui, s$ k 
cofigiungenti i punti d* incontro dei lati d'uno d'essi con una certa retta, 
con il polo d'essa rispetto all'altro, incontrano i lati di quesf ultimo in 
tre punti allineati, anche le congiungenti i punti éf incontro di qudla 
stessa retta rispettivamente coi lati del secondo, col polo di essa rispetto 
al primo, incontrano i lati di questo in tre punti allineati. 

Infatti, le proprietà contemplate da questo teorema si conservano 
per proiezione e sezione; risulta perciò che esso sussiste nella gene* 
ralità dei casi, poiché è facile scegliere Ltn'opportuTia operfìziono di 
proiezione e sezione, in seguito alla quale la figura che sì considera 
in questo teorema, viene trasformata in gtii^a da ricadeie nel teo- 
rema del numero precedente. Basta, alTuopo, proiettare i punti del 
piano TT, che si considera, da un centra S, preso fiioii dì esso, m di 
un piano iti, parallelo al piano i udì vìd nato dal punto t4 e da qtif*lla 
certa retta che si considera nel precedente teorema. 

Traducendo per dualità il teoroma precedente, si ricava la seguente 
proprietà: 

Teorema. — Dati due triangoli complanari, fra loro riferiti, se U 
congiungenti i veriici d'uno d!essi rUpettivamtnU eoi pitnti in cui le con* 
giungenti un certo punto coi vertici dtWultro^ incontrano la polare di 
esso punto rispetto al primo, sono concorrenti, anche le congiungenti % 
vertici del secondo coi punti in cui le congiungcnli lo stesso punto coi 
vertici del primo, incontrano la polare di esso punto rispetto al secondo^ 
concorrono in un punto. 

È qui opportuno notare che, seguendo il procedimento adottato 
nei paragrafi 22 e 23, dal teorema precedentemente enunciato rica- 
viamo nuovamente il teorema dei triangoli òaridogici^ da noi dimo^ 
strato ed enunciato al n. 20. 

25. Applicando opportunamente l'ultimo teorema enunciata al 
n. 15, possiamo agevolmente dimostrare altre notevoli proprietà. Se* 
gnaliamo anzitutto il seguente: 

Teorema. — Se le congiungenti i punti d'incontro dei lati d'un triam* 
golo con una certa retta, coi punti in cui le congiungenti rispettivaménte 
i vertici d'un altro col polo di essa retta ri lupetto al medesimo, incon- 
trano i lati opposti, concorrono in un punto, anche le conginngenti % 
punti d^ incontro dei lati del secondo triangolo con quella stessa retta ^ coi 
punti in cui le congiungenti i vertici del pt*imo col polo di quella rettn 
rispetto ad esso, incontrano i lati oppmtij concorrono in un punto. 

Si abbiano, infatti, in un piano gt, due triangoli ABC, AiBiCi. Sia p 
una retta del loro piano, tale che, essendo rispettivamente P, Pi ì 
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poli di essa rispetto ai triangoli suddetti, le rette che uni scon o ordi- 
natamente i punti pBC, pGkj pÀB coi punti OiAiPi, iiBiPi, CiCiPt 
concorrono in un punto Q. Vogliamo mostrare che in tal e i potes i, le 
rette che uniscono ordinatamente i punti pBid, pCiAi, pAiBi coi 
punti aÀP, &BP, cGP, concorrono in un punto Qi. Scelto all'uopo un 
punto S, non appartenente al piano tt, proiettiamo da S i punti di ic 
su un piano n\ parallelo al piano pS. In seguito a tale operazione, 
la figura ÀBCAiBiCipPPiQ viene trasformata in una nuova figura 
A'B'C'A'iB'iCp'^FPiQ', essendo, evidentemente, p„ la retta all'infi- 
nito del piano ic' e P' e P'i i baricentri dei triangoli A'B'C, A'iB'iC'i, 
Trattandosi di proprietà proiettive, dall'ipotesi fatta si deduce che, 
nel piano n\ le parallele condotte pei punti medi dei lati del trian» 
gelo A'iB'id rispettivamente ai lati del triangolo A'B'C concorrono 
nel punto Q'; perciò, tenendo ben presente l'ultimo teorema enun- 
ciato al n. 15, si deduce che anche le parallele condotte pei punti 
medi dei lati di A'B'C rispettivamente ai lati del triangolo A'iB'iCi 
concorrono in punto Q'i. Corrispondentemente, nel pi ano t c, s i ha che 
le rette_che uniscono ordinatamente i punti pBiCi, pCiAi, pAiBi coi 
punti aAP, 6BP, cCP concorrono in un punto Qi. Il teorema è di- 
mostrato. 

Dualmente si ha: 

Teokem A« — Se le congiungenti i vertici (Tun triangolo, con un punto 
del suo piano, tagliano in tre punti allineati le rette che uniscono i ver^ 
tici d'un altro coi punti in cui i lati opposti del medesimo incontrano 
la polare di quel punto rispetto ad esso, anche le congiungenti i vertici 
dei secondo, con lo stesso punto, tagliano in tre punti allineati le rette 
che uniscono i vertici del primo coi punii in cui i lati opposti del me- 
desimo incontrano la polare di quel punto rispetto ad esso. 

26. Suppongasi ora, in particolare, d'avere due triangoli aventi 
in comune il baricentro; suppongasi, inoltre, che essi siano tali che 
sia ad essi applicabile il teorema precedente, qualora, anziché un 
punto generico del piano, si scelga il comune baricentro. È facile 
vedere che, in tal caso, si ha la seguente proprietà: 

'^ In due triangoli aventi lo stesso baricentro: se le mediane dell'uno 
incontrano rispettivamente i lati dell'altro in tre punti allineati, anche 
le mediane del secondo incontrano rispettivamente i lati del primo in tre 
punti allineati ,. 

Da cui si deduce facilmente la seguente importante proprietà: 

Teorema. — Se le parallele condotte pel baricentro d'un triangolo 
rispettivamente alle mediane d'un altro, incontrano i lati del primo in 
tre punti allineati, anche le parallele condotte pel baricentro del secondo, 
rispettivamente alle mediane del primo, incontrano i lati del secondo in 
ire punti allineati. 

Mediante il metodo delle proiezioni, precedentemente usato, da 
questo teorema si deduce il seguente generale: 
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Teorema. — Dati tre triaugaU ABC, A'B'C e una reta p nel lorù 

phtìo comune^ essendo P, V rhptiimmmiie i poli di essa rispetta ai me* 
deàimif se le conginntjetiti il punto P coi punti pA'P', pB'P^ pCT' in- 
cmitmuo rispettivamenie Ì lati BC, CA, AB in tre punti allineati, anche 
le congiungenti il punto F coi punti pAP, pBP, pCP incùntrano ri^et* 
Ummétde Ì lati BV\ CA\ A'W in tre punti atlineaH, 

Dualmente, si Ira: 

Teorema* — J)ati due triangoli ABC, A'B'C e un punto P nel Uro 
piano amume^ fustendo p ^ p' riitpeit imamente k polari di esso rispeiio 
•ai medesimi i se le congi ungenti i vertici A* B, V* rispet tiramenti con le 
proiezioni dei punti p'BV, pVA', p'A'B' dal punto P sulla retta \^, sono 
roncorrenti, anche le congiungenti i vertici A\ B\ C rispettivameftte con 
le proiezioni dei punti pBC, pCA, pÀB dal punto P sulla retta p' sono 
CùUcorrentL 

Questo teorema può eziandio dedursì dal teorema dei triangoli 
hariologicL 

27, Con metodo analogo a quello seguito al n* 20, si può facil- 
meuto diiìiostrare la seguente importante proprietà: 

Teohema. -- Se le parallele condotte per i vertici d'un triangolo ri- 
spettivamente alle mediane d'un alfrOj incontrano t lati del pHmo in tre 
punti idlineati, anche le parallele condotte pei vertici del secondo^ rù^pet- 
tira mente alle mediane del primo, incontrano i lati del secondo rispetti- 
vammite in tre punti aUinetiti. 

Non riportiamo la dimostrazione, che laKciamo al lettore. 

Lasciamo parimenti al lettore la generalizzazione di questo teo- 
rema, nonché le eongiderazioni analoghe a quelle da noi svolte nei 
§§ 21, 22, 23 e 24. Spegnendo questa via s'incontrerà la seguente no- 
tevole proprietà: 

Teoiiema. — Se le con giungenti t vertici d'un triangolo^ coi punti in 
cni I lati opposti incontrano le parallele condotte pel baricentro rispet- 
tivamente ai lati (Tufi altrOj sono concorrenti, anchi le congiungmiti t 
vertici del secondo coi punti in cui i lati opposti d'es'io incontrano te 
parallele condotte pel baricmitro di quest'ultimo triangolo rispettivamente 
'ai lati del primo sono concorrenti, 

E evidente che le proprietà qui segnalate^ applicate variamente 
a casi particolari, ci diurno modo di dimostrale molti teoremi, di no- 
tevole importanza nella recente geometria del triangolo. 



R, Verobllin. 
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SULLA TRASFORMAZIONE DEI RADICALI SOVRAPPOSTI 



In un altro mio lavoro (^) feci notare che il problema della tra- 
sfoimazione dei radicali sovrapposti non e stato oggetto di studio 
continuato, e che esso fu solamente risolto in alcuni casi partico- 
lari n per i radicali della forma 

n n^ 

Dissi, inoltre, che nessun tentativo era stato fatto, per Io addietro, 
per trasformare i radicali 



Vai + V«« + . . . + V^ ecc., 



ma che solo il prof. Db Longchahps, nel Supplemento al Periodico di 

Matematicay(*) trasformò Va + V^+Vc^-j- Yd nella somma di quattro 
radicali semplici; dimostrai, infine, alcuni teoremi i quali risolvono, 
in molti casi, la questione elementare, ma interessante, della trasfor- 
mazione dei radicali sovrapposti. 

Qui mi propongo ora di pubblicare quello stesso mio lavoro, con 
diverse aggiunte e modifiche, generalizzando alcuni teoremi in esso 
contenuti. 

É bene notare che i teoremi che seguono trattano di casi del tutto 
differenti da quelli da me pubblicati precedentemente in questo Pe- 
riodico, nei volumi XXI (fase. VI) e XXII (fase. I e II). 



§ 1. — Sulla trasformazione dei radicali 

I. Teorema I. — Il radicale VVa ± ^F, in cui le quantità a e b soìio 
razionali, 8i può trasformare nella somma di due radici quatie di quan^ 
tUà razionali, se il prodotto a (a — b) è un quadrato perfetto. 



(1) Sulla trasformazioiM dei r<uUeàli govrapposU, Bologna, P. Coppini, editore, 1904. 
(^ Vedi Lacboix, Coinplément de» tìémenU d'algebre, Paris, 1801 — G. Cahdioo, La forinola 
di Waring e aué notevoli applicazioni — F. Castelulso, Elementi d'algebra, 
(«) Anno V, f»ac VL 



206 PIBIODICO DI MATEMATICA. 

Poniamo In fatti 



fi) 



tì fvropouÌHinoci^ se Bmk pos^sibilt», tlì risolvei e le equazioni (1) con 
valori razionali ilei le incognite a? ed y. 

Consideniiido di ogni railicale il solo segno positivo, quadrando 
le (1) si ottengono le equazioni equivalenti: 

dalle rinnli riunita 

Moltiplicando membro a membro le (1) m ha inoltre 

e quindi, dalle (2) e (3) si ottiene 

}^a(a — ò)=^x — y ^^^ — = jT + y. (4) 

Se le quantità x ed tf sono l'azionali, la ptiina delle (4) può sus- 
sistere solo nel caso in cui il prodotto fi (a ^ b) mn il quadrato di una 
quantità razionale e Ponendo allora 

a{a-b) = €' (S) 

le (4) diventano 

2a — b 
€^x--ff — 2 — ^x + y 

dalle quali bÌ ricava 

Segue quindi dalle (1) ehe, nel caso in cui risulti varifìcata la re- 
lazione (5), si lia 



y V^TV^= |/2«-|+2. ^ y2.-6-i 



(6) 



come volevasi dimostrare. 

Osservazione, — Tenuto conto della (5)^ risultano ver« le seguenti 
ugnnglianze 

2a^b + %c^\[a + €f 2a^b—2€ = ^(a~cf 
quindi la (6) si pub scrivere 



V5i 



(7) 
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2. Allo stesso risultato si può giungere facendo uso della nota 
trasformazione 

nel seguente modo: O 

4 4 

^ « ri/ 2a — 6 + 2 V>i (ff — 61 ^ l/ 2a — ò — 2Va(a — 6) 



4 ■ 4 

^ 1 / 2 g — é + 2 Va (a - 6) ^ 1/^ 2ff — 6 — 2 Va (rt — ò) 



(9) 



e quindi tenuto conto della (5), si ottiene immediatamente la (6). 

Esempio numerico. — Supposto a = 8, 6 = 6, c = 4 risulta verifi- 
cata la (5); si ha quindi 

4 4 

oppure dalla (7) 

VV8± Ve =^(V3±i) • 

V2 

3. Consideriamo ora Tequazione biquadratica 

x*—^x^ + q = (10) 

in cui p e 9 sono quantità razionali. Le sue radici, com'è noto, sono 
date dalla 



"-iii-H-,. 



(it) 



Acciocché al radicale che comparisce nel secondo membro della (11) 
si possa applicare la trasformazione (6) è necessario che il prodotto 



P \P (P \] PQ 



sia un quadrato perfetto, o, ciò che è Io stesso, è necessario che il 
prodotto pq sia un quadrato perfetto. Ponendo allora 

(12) 



pq = r' 



(^} Ctr. F. Castellano, Elementi d'algebra, psg. 217. 


















1»' 



»«>«< 



,.*^'^''' ,-*;^ „,,^.vv«•^" 



và\c^ 



àe^ 



.\Ve«^^' 



.»*»o^^* 
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tità razionali, se il prodotto b (b— ^a*) è un quadrato perfetto, come ho 
dimostrato direttamente altrove. (^) 

Possiamo anche qui osservare che, tenuto conto della (16), risul- 
tano vere le seguenti uguaglianze: 

26 — a«+ak = y(6 + Jk)» 2è — a« — 2Jfc = y{6 — i)" 
e quindi la (17) si può scrivere 



V46 



(18) 



5. Per sempIilScare gli enunciati e le dimostrazioni dei teoremi 
che seguono osserviamo che, se le 2^ quantità 



ai Ot on Oi . , . as"-i Qi^ 
sono legate dalle seguenti n — 1 relazioni 



(n intero e > 1) 



(1) 



ai 



az 



ae 

06 



(2) J^ = ^^ = 



(3) 



(«-1) 



ai 

ai 



«6 
09 



a% 
a-i "~ 

a^-i 






ajn-«+i ga°-(a°-»-i) 



ai 



««°-*+i 



(19) 



la cui legge di formazione non ha bisogno di schiarimento alcuno, 
ponendo 

S = ai ± aa + flfi ± di + . . . + a«»_i ± a^ 
risulta 

S = -i=i (ai ± a») (ai + ag) (ai + as) . . . (ai + a2»-«+i) (ai -f at»-»+i). (20) 
ai 

Negli n fattori della (20) aventi la forma (ai ± aj i valori dell'in- 
dice i sono : 

2 2 + 1 2« + l . . . 2"-« + l 2°-' + l (21) 

come si può facilmente verificare. 

È bene avvertire, inoltre, che dei due fattori (ai + Os) ed (ai — a^), 
che compariscono nella (20), bisogna scegliere il primo, per 

S = ai + aa + a» + a4 + . . . + aa«_i + at- 



ei) Periodico di MaUmatica, maggio-giugno 1906. 
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ed il secondo, per 

S = iafi — Ht + at — «A-l- * . . -f rta»_j — f/g" . 

In ciò che segue fiUp pori ama siempre n intei-o e maggiore di 1, 
6. Teorema IL — Il radkale 

A = ÌÌ^ ± Ìm-\- . - - + Ì^^i± ^ (22) 

ìli etti le guanlUà a bùho razionaU, si può trasfonnare nel prodotto di 
una radice quarta di qutmiiìà rasionalt; per la somma di 2'^ radicali 
s'efHpliei, se risultano veri/icate le seguenti eondi zioni: 
IK Le quantità a stadio legate dalle relazioni (19), 
■ 2*. i prodotti Ht (ih ^eLi)f in cui l'indice i assume t rnlorU^lì]^ siano 
dei quadrati perfetti h^, siano cioè: 

at (ai — fìfi) = Al' ai («i — a») = h/ . , . «i (ai — ^if«-Vi) = ^hr* (23) 

Osseiviamo infatti che, pei" la piima condizione imposta alle quan- 
tità n e teniif^^o ccHito di quanto è atato esposto al Numero pi-ecedente« 
il radicale (22) si può scrivere 

iai-' 

A ciascuno dei radicali della forma }V«i * l^i» ^'i^ compariscoDo 
nel secondo membro dtìUa (24), tenuto conto delle relazioni (23), ai 
può applicare la trasformazione (7); si ha quindi 

l-tt'l 



(25) 



VVcii + \^^^i = 7^ (V^i + Au +Vai— AJ 

Dalle (24) e (25) risulta allora 
À - ^^ ^-— [(Veli + /li ± yai-Ai)(V^r+^+ Vai — *.) - 



V2^ a^=--i 



.-.(Vfh + /i« + V«*-''B>] 



(26) 



che dimostra il teorema, giacche^ come si può facilmente osservare, 
il secondo membro della (20) non e altro se non il prodotto di una 
radice quarta di quantità razionale per la somma di 2" radicali sem-' 
piici. 



(27) 
(28) 
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7. Così, per esempio, nel caso particolare di « = 2, le relazionf (19), 
e (23) diventano rispettivamente 

a^ ^ fU 

«1 (cii — Afa) = Al* ai (ai — ^s) = Aa* 
e dalla (26) si ricava 

VV^± v;^+v^±'V^= -rzz [(W+z^oi^i+z^) ± V«i-Ai)(«i+A«)+ 

2vVi 

+ V(ai+/ii)((ri~À;)±V(fli-Ai)(ai-A,)]. (29) 
Esempio numerico. — Supposto 

ai = 32 aa = 30 tìf8 = 24 «4 = 22,5 Ai = 8 Aa = 16 
risultano verificate le relazioni (27) e (28); dalla (29) si ha quindi 

VV32 ± V3Ó+ V24 ± V22;5 = -|-- [yi5 ± 3 + V'5"± Vs]. 

2V2 

8. Teorema IH. — Il radicale 

|A = Vai ± \^+...+Va;^± Va7 (30) 

in cui le quantità a sono razionali, si può decomporre nella somma di 2" 
radicali semplici, se risultano verificate le seguenti condizioni: 
^ i». Le quantità a siano legate dalle seguenti n — 1 relazioni: 



(1) ^» __ ^* «* «8 

a\ a» a** a? 


agn-a a^ 
a9»-8 a9"-i 


* ^^j as a-i a«n_i 




a^ afi ' " aa^-a 


(n-l) fl^2°-*+l a9n_(9"-«-l) 

ai'^ "" aa»-i+i 





(31)0 



2*. Le differenze ai' — ai, in cui Vindice \ assume i valori (2\), siano 
dei quadrati perfetti h*, siano cioè: 

ai^ — aa = Al* ai* — as = Aa* . . . ai* — aa»-i+i = An*. ' (32) 

Osserviamo, infatti, che le relazioni (32) si possono scrivere: 

ai*(ai*-aa)=(aihi)« ai*(ai*-a3)=(aiAa)»...ai«(ai*-aan-i+i)=(aiA^)*. (33) 

Inoltre, se al posto della quantità ai sostituiamo ai*, il radicale (22) 
si trasforma nel radicale (30). Quindi a quest'ultimo radicale potremo 



(1) È facile osservare che le relazioni (31) sono analoghe alle (10), e si ottengono da queste 
sostituendo a^S al posto- di a^. 
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applicRre la trasformazione (26) solo quando risultino soddisfatte le 
relazioni (19) e (23) in cui, però, alla quantità ai venga sostituita ^i*. 
Con tale sostituzione le (19) e (23) diventano analogia alle (31) e (33); 
quindi dalla (26) risulta: 

Il = -, ^ [(V^TT^ ± Vflx-— ai/ii)(Vai"+ai/i, + V^?^^.). 



V2"" ai* 



(Ju-I) 



.(V«i"+«iAn + V«l-«iAn)] 



ossia 



. . . (^/i?r+A;+ v«r=^)] . (34) 

che dimostra il teorema. 

9. Così, per esempio, nel caso particolare (*) di n = 2, le rela- 
zioni (31) e (32) diventano rispettivamente 



(35) 
(36) 



iai ± VW+ V». ± V«4 =;7^ [V(«i+ Ai)(«i+ A») ± V(ai - Ai)(ai + A.) + 



a< _ Oé 

di' — (i« = Al" ai' — a» = Ab' 
e dalla (34) si ricava quindi 
1= 1 
"2V^ 

+ V(«i + Ai)(«i-*«) ± V(«i-Ai)(^i-'k«)]. (37) 
Esempio numerico. — Supposto 

ai = 12 a, = 80 a,= 108 a4 = 60 Ai = 8 As = 6 
risultano verificate le relazioni (35) e (36); dalla (37) si ha allora 

Vi2 ± 4 V5 + 6 Va ± 2 Vl5 = -i- [Vao ± V6 + yiò ± V2 ] . 



§ 2. — Snlla trasformazione dei radicali continiii. 



[ 



IO. Chiameremo radicali continui i radicali della forma 

y «. + y«. + v«3 + . . . + \au-x + )^. 



(1) 



In questo paragrafo ci proponiamo di trasftjrmare il radicale con- 
tinuo (1), in cui le quantità a sono tutte razionali^ nella somma di 
due radici (2^)°"^ di quantità razionali. 



{i} Lw truformtitiixis di qn^ito ctitts putieoluro fa etposta, eon prof' t dì mento dìtf^Foiit», dil 
pnt Dfi LcnKJCUAMfi* Dui SMppìenttHtg al J'ir'ìiMico di MatttHatietM, flUUu V, fùc Vi, 
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É bene ricordare che di ogni radicale che abbia doppio segno, noi 
considereremo sempre solamente quello positivo. 
II. Dimostriamo prima il seguente 
Lemma. — Il radicale 

in cui le quantità a, b, e sono razionali, si può trasformare nella somma 
di due radici (2ii)"® di quantità razionali, se risulta soddisfatta la se- 
guente relazione: 

(2^^ = ^^- (3) 



Dalla (3) si ha infatti 
da cui 



V^=2Va^ 



Risulta allora 



ossia 






come volevasi dimostrare. 

12. Teorema I. — Il radicale continuo 



[1 = f flTx + \a, + Va, + . . . + Va„_i + V^n (5) 

in cui le quantità a sono razionali e positive, si può trasformare nella 
somma di due radici (2n)™® di quantità razionali, se sono soddisfatte le 
seguenti condizioni: 

1^ Le quantità ai, as...an-i siano legate dalle seguenti relazioni: 

«8 ="2" «8 = -2" •••«n-i = — 2~ • yp) 

2». Il prodotto an(an — a'n-O sia un quadrato perfetto h", sia cioè: 
fln (an — a\-i) = h\ (7) 

Per n = 2iì radicale (5) diventa 

ji = Vai + Va» 

e le relazioni (6) e (7) si riducono alla sola 

«2 (a. -«!*) = A*. (8) 

In questo caso il teorema è stato dimostrato al N. 4, e siamo giunti 
al seguente risultato: 



V«T+^= f'"-f+^^ + |/2a.-a.'-2A . ^gj 
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Osserviamo intanto che dalia (8) risulta 



ai"= 



ai 



quindi si ha 

2a« — qt' + 2& _ (h + a«)' 2aa — fli'~-2A __ (A — fl>)' 

4 



4 4aa 

.e perciò la (9) si può anche scrivere 



4as 



y^:T^=|/!i±f=r+l/!» 



— a.)' 
4a« 



(10) 



Per n==3j il radicale (5) e le relazioni (6) e (7) diventano rispet- 
tivamente 

t/ 



{i = Va,+Va.+ Va. 



ff.' 



(11) 

(12) 

a.((i.-a.*) = A'. (13) 

Al radicale V(>«-j-V<ii, tenuto conto della (13), sì può tippliuare la 
trasformazione (10), si ha quinili 



e perciò il radicale (II), ricordando Tav vertenza precedentemente fatta, 
si può scrivere; 



,=|/y!M^^+fe.+^. 



(14) 



Accioccliè al radicale (14) st possa applicare la trasformazione (4), 
è necessario che si vt^rifìchi la r*ilazion© analoga alla (3J, è necessario, 
cioè, che risulti 



(re "''j^i^K*-^ «'HA -«.)]' 

dalla quale^ tenuto conto della (13), si ha 

che è identica alla (12). Applicando allora la trasformazione (4) si 
ottiene 
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Analogamente, per n = 4 il radicale (5). e le relazioni (6) a (7) di- 
ventano rispettivamente 



7«i + Va. + Va8 + V^ 



a« = 



Oi* „ aa" 



2 



«8 = 



«4 (ai — a»') = A". 
Osserviamo intanto che al radicale 



(16) 
(17) 
(18) 



si può applicare la trasformazione (15), poiché la seconda delle (17) 
la (18) sono l'ispettìvamente analoghe alle (12) e (13); si ha allora 

e quindi il radicale (16) si può scrivere 



fy^^+k-+f^- 



(19) 

Acciocché al radicale (19) si possa applicare la trasformazione (4), 
e necessario che sia verificata la relazione analoga alla (3), che ri- 
sulti cioè 

la quale, tenuto conto della (18), diventa 



«8 = - 



ai' 



relazione identica alla prima delle (17). Si ha allora 



V._Li/TirirTv^ ■ ]/ ('' + «*)' 1 1/ (^» - «*)' 



(20) 



Ammettiamo ora come dimostrato il teorema per un valore in- 
tero di n > 4, e proponiamoci di dimostrare che qsso è anche vero 
se ad n si sostituisce il valore n + 1. 

Supponiamo adunque che, se le quantità ai as . . . an sono legate 
dalle relazioni (6) e (7), il radicale (5) possa trasformarsi nella somma 
di due radicali analoghi a quelli che compariscono nei secondi membri 
delle (10), (15) e (20); supponiamo, cioè, che si abbia: 

2» 2° 
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Consideriamo om il radicale continuo 



Y = )/a, + V^i + , , , +y^^ +y^. 



(22) 



in cui le quantità razionali e posiUve a siano legate dalle relazioni 



«i" 



du' 



^*^~2~ ^'""^ 



Ctn-i = 



«^-i 



«11 = 



a\-i 



m 

(24) 



É evidente ckj6 al radieale 

6Ì può applicate la trasfoi mattone (21), poiché dalle (23) e (24) ri- 
8ulU che le quantità era tu - * - (Un soddisfano alte relazignì analoghe 
alle (6) e (7j; sì ha quindi 

2. 2« 



Y^=r icTn.. +r 4a.,, 



ed il radicale (22) si pub scrivere allora 



■=ìf^^+y^+tH:^- 



(25) 



Acciocché al radicale (25) si possa applicare la ti asformazìone (4), 
è necessario che sia veriflcata la relazione analoga alla (3), che sia 
cioè 

l(f)T = i6;?;;;"*+«-'Hfc-««^j]' 

dalla quale, tenuto conto della (24), risulta 

che e identica alla prima delle (23), Applicando quindi al radicale (25) 
la trasformazione (4) si ha: 

come volevasi dimostrare. 

Il teorema resta co&i completamente dimostrato* 
13. So neirenuncìato del teorema precedente, al posto della quan- 
tità tii pouiamo — oi, le relazioni (6) e (7) restano inalterate» tna il 
radicale (5) prende la forma 



li = y — tìft + 1 «a + - ^ + V^n-i + V^n' 



(27) 
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Ricordiamo intanto che, se risulta verificata la relazione (8), 
si ha: (') 



iH^-^^^fjUzzJpL^ _ j/2^ 



— 2A 



(28) 



quindi, con un procedimento analogo a quello fatto precedentemente 
si può dimostrare il seguente 

Teorema IL — Il radicale continuo 



ì- a, + Va«+ . . . + Va„-, + Va„ 



(29) 



in cui le quantità a sono razionali e positive, si può trasfor^nare nella 
differenza di due radici (2n)°**^ di quantità razionali, se risultano soddi- 
sfatte le relazioni (6) e (7). 

Il risultato al quale si giunge è il seguente: 



2» 



2» 



y_ „, + V„. + . . . + v„-:::tvs = I^E+3! _ )^*EiE . ,30) 

Lascio al lettore la cura di fare la dimostrazione. 
EsEUT»! NUMERICI. — Per n = 3, supposto 

ai=±4 aa = 8 ffs = 72 /i = 25 
risulta 

V±4 + V8 + V72 = V32± V'S. 

Per n = 4, supposto 

flri=±4 a» = 8 aa = 32 a4 = 2592 A = 2016 

si ha 

r ± 4 + 1 8 + V32 + V2592 = V2O48 ± ^32 

e così via di seguito. 

Salvatore Composto. 
(Continua), 



(<) Cfr. la mia Nota pabblieata nel Periodico di Matematica, maggio-giagno 1906. 
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OSSERVAZIONI SOFRA DUE ARTICOLI BEL SIONOR ÀJHERIGO BOTTARI 



L NelTarticolo ** Soluziaiii iniare dell'equazione pitagorica ecc. 
pubblicato nel fascicolo Novembre-Dicembre 1907 di questo stesso 
Fermi ko^ il sig. A* Botta ri di Fiuto di moti tra, per ine^zo di con- 
siderazioni assai laboriose, il teorema seguente: Le soluziom intera 
(positive) ddVequaziom 

x' + y' = ^' (1) 

ci sono fiale dalle formule: 

X ^ tt + u\ y^^-\- «', 2 = fi -f t? + w, (2) 

nelle quali si ha: 

u=^p'K, i? = 2»*-*P% w = 2'pPK, (3J 

5 e K essendo due numeri interi quahiasi^ p ^ P essemlo due numeri 
dispari qualsia nsif purt-hè primi fra loro. 

Tale riiiultato pò te vasi ottenere con tutta facilita nel modo se- 
guente, 

2. Dalla (1) sì vede tosto che deve essere a: < *, ^ < 2, ^ <d?-(-y; 
sicché ]>otremo porre x^z — v^ V^^ — *'» 2f = ^ + y— i(?. liisol- 
vendo tale sistema rispetto ad ^, t/, z si hanno le (2), Sostituendo 
nella (1) i valori dati dalle (2), sì ha la relazione 



l|Ta^2MP, 



(4) 



che manifestamente è la condizione necessaria e sufficiente perchè 
le (2) siano soluzioni della (1). 

Dulia (4) risulta che i numeri u e i^ non possono ammettere lo 
stesso numero di fattori 2; scambiandosi, fi! piti, uno cotriilti'o ì due 
numeri x^ y e corrispondentemente i due numeri u e v, potremo sup- 
pongo die u ammetta menu fattori 2 di ì)\ indicando con K il in.c. d. 
di n e I?, possiamo dunque porre : 



Il ^ ftK e t^ ^ JK, 



(5) 



dove a è un numero dif^pari primo t^on b. Ricordando la (4), si ha 
dì qui 

u^=-2ab]L\ (6) 

dalla quii! relazione sì vede appunto che a deve essere il quadrato 
dì Un numero dispari p e che b deve avere la forma 2'*~T\ dove $ 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



21Ì) 



è un intero qualsiasi, mentre P è un numero dispari primo con p. 
Sostituendo nelle (5) e nella (6) tali valori di a e di b, si hanno tosto 
le (3). 

3. Lo stesso sig. Bottari, nell'articolo * Soluzioni intere in pro- 
gressione aritmetica ecc. „ pubblicato dal Periodico nel fascicolo 
Gennaio-Febbraio 1907, giunge ai risultati seguenti: 1*. Se x, y, z sono 
tre numeri interi (positivi) in progressiofie aritmetica tali che sia 



aj° + y'^ = 2r«, 

,si ha necessariamente n = l ed 



(1) 



oppure n=^2 ed 



^^y^ — . 



x_ y^ z_ 

3 ~ 4 ~ 5 • 



2°. Se X, y, z, t sono quattro numeri interi (positivi) in progressione aritr 
metica tali che sia 

aj" + y° + 2^ = /", (2) 

si ha necessariamente n = 1 ed 



oppure n = 3 ed 



Anche a questo risultato l'À. giunge con lunghe e faticose con- 
siderazióni; mentre si può ottenere brevemente e semplicemente, 
come ora vedremo. 

4. Consideriamo anzitutto Tequazione (1). 

Si ponga x = y — a, z=^y-\-a. La (1) assume allora la forma 



X y z 


t 


l~ 2~ 6' 


~ 4 


X y z 


t 


3 ~ 4 — 5 " 


~ 6 



y» + aP = aQ. 



(3) 



Trascurando, al più, un divisore comune ad x, ^, 2r, si può supporre y 
ed a primi fra loro. Dalla (3) abbiamo allora: 



a = l, a- = y — 1, z = y-\-\. 
Se n e dispari, dalla (1) e dalle (4) si ha: 



w 



Si vede di qui che non può essere n :^ 3, giacche altrimenti si avrebbe 
y > 1 ed y^ divisore di 2, il che è assurdo. Lì tal caso si deve dunque 
avere n = l; e conseguentemente y = 2, a;=l, « = 3. 






,*.^^"- ,,^^1^- 



A 






se'' 






.->^"^^^ 



Avf^' 



,eV^' 



M 



ft\ 



&^ 



^e^ 



»V^ 



\,&^ 



e»' 



.*o 



&* 












A^^ 



^9»^^ 



.tJve 



i.\\« 



.^o.^A:;^»^^^° 









^ì) 






».^:r^< 






.xv^ 



ao^v 






,oV 



ce> 



..^""'^ 



^«2" 






^^•;>5S^sV'- 



,ev <;vx^« ^^!:>^^\:^^ *' :^A\' 



^^'' -i>^'' .^ <«»^* 









^» 



Ae*\\\ "c<^^'::\wo^ ^xvvo 



.\N 






v-t!5<^^::r<>5;>:;- 






i^ V, ^^ 



Ji^ 



tft" 



ftW^ 






ò»>' 






-^ 



^, 



à»' 



C^* 



^^ 



ò»' 



.Vk<» 



^e.^*' 



V» 



\V 



>*» 



te 



A*' 



.vA- 



1», 



A 









,.y^ 



C0<* 



H^'*' 



C7> 
^1- 






^'\\\oV» 



L^»*' 



(9) 
.1- 



.*^ 



V» 



,ec« 



.ivvV 



*<«'" 



.e^^' 



X6' 



''^.r<.r 



0* 



otP® 



,, S^<ieV« 









9^ ^6. 



k^ 



ce' 



,t<^' 



,f»' 



?*' 



p»^' 
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SULLE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONI 

(II) a; = l-f-[l + |l+{l + ^m'; 

(III) a. = y + {y + (j,4.3^)*(«. 

da W. H. Young. Se. D., F. R. S. 



CD 



ì. 

Evidentemente le radici dell'equazione 

i = l+(l + (l+icW (1) 

hanno questa propiietà, ohe se a è una radice, un'ultra radicd è 

Del resto la radici dell'equazione 

x = l + x^ (2) 

Boddiatano l'equazione (1). 

Eestano da considerare le radici di (1) che non siano radici di (2), 
Sia «Ti una tal radice. Allora ce i\k un'altra 

eppure un'altra 

xn = l + x^.. (3) 

Si nota che 

ari = 1 + ^'/" , 

Si vede subito che Xt^ x%^ xt sono tutte diverse fra loro e dnlle 
radici di (2). 

Finora abbiamo parlato di cinque delie radici, restano altre tre. 

Sia x^ una di queste tre, vena esclusa la possibilità che x^ sia 
uguale ad una delle precedenti; se non è evidente, lo vedremo nel 
Beguito. 

Troviamo nello stesso modo dairxé due altre radici x^ e^s, come 
sopra, daH'jTi, le xa e x^. 

Dalle (3) abbiamo 



donde 



X% — Xm 

'X\ — X'% 

Xi — - Xa 



' X| + Xa , 



Xi — Xi 



= Xl-\-Xi-\-ly 



0) y. Ptriodtcù di Jtatematica, Anna XXtl. faic, lY, png. 19[>, t^nisticinl proposte "2^, IH 
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donde 
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^i — gj , , , 

V — ^,' — '^+^+'' 



OBsm 

Mettendo 



(A) 



w»' — wi 

Pi = — (Xt + JTa + i3Cn\ 

Pb — — JFiari^ 
segue dalleq nazione precedente 

Xi^-J-Pi + Xi + j?a=-^ 1 = xi^ — xi , 
ossia 

^ . Pi=Pi- 

Essendo 

abbiamo 

_3 = Sx*+3/^,+ 2Sx=p/^2pt + 3pi-2p,=p,' + ;j,-2p,, 

donde 

Pi' — Pt + 3-^0, (B) 

Dalle (3) abbiamo ancora 

Xn — X, = a-i' — x/= fe ^ara) (*% — x«) = Cn + a?,) to' — V) -= 

= (ri H- X,) {x« + a?0 (x, — Wt) = iXi + x.) (Xi + ^0 Gttr" - Xm% 

Segue, x« © Xa essendo diverse, 

^ = (^'1 +^t) (xi + xa) (xi + Xil (4) 

===^ iPi+Xi) (pi+Xt) (Pi+Xji) -^— Pi"— Pi* (Xi+Xt+X«)— pij%— XiXjXt , 

donde 

p* = 1 +PjP, -= 1 + |ji^ = ^ 2 +p, , (O 

Dalle (A), (B), (C) seguii che Xi,Xi,afi sono radici deirequazione 

x' + pi.t' + p,x + |Ji — 2 = 0» 
dove p, è una radice deirequazione quadratica 

pi' — pi + 3^0. 

Evidentemente avrenro xi,.ia,.ri prendendo una di queste radici, 

e Xé, xs, Xfl, prendendo Taltra» 



Si vede subito che 
a) tutte le radici di 

sono radici della (II); 



IL 



X =- 1 + (1 + X*)* 
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b) nessuna radice di 

soddisfa la (II), fuori quelle che soddisfano pure 

a: = 1 + ^' ; 

e) se 0? è una radice, 1 + a?' è un'altra radice. 
Fuori delle radici date dalla (a), abbiamo 12 radici che si aggrup- 
pano in tre gruppi di quattro, legate fra loro dalla (ò). 
Considerando x^ — Xs abbiamo l'analoga della (4), ossia 

1 = (a:i + Xi) {Xi + Xs) (xs + Xi) {xi + xi) . 

Considerando Xi — Xi troviamo 

— 1 = (a;i + xz) {X4 + Xi), (5) 

oppure 

— ari = ari (xi + Xs) (xi + Xz) = (xa — 1 + XiXs) {X4, + Xq) 

= Xi —X2 + X2X4, — Xi-\- XyXz (Xi + ^s) 

= 078—1 —X2 + X%X4, — Xa+ XxXz {Xi + J7a), . 

donde 

(rra + x^ — (xi + a-s) = — 1 + XyX^ (ora + x^ + x^x^, . 

Analogamente 

{xx + x^ — (ara + a^i) = — 1 + a^aX* (a:i + xi) + aJiTa . 

Sommando, e mettendo 

44 4 

Pi = — SaJi , pa = Sariarj , pg = — Sa:ia:ja:k , Pi = a;iaraa'8a'4 , 

1 1 1 

abbiamo 

= 2 Ps + ^8^4 + ^1^8 , 

oppure, usando la (5), 

p, = pa-l. (D) 

Abbiamo anche: 

— Ps = a?ia-8 (ara + ar*) + a7aar4 (ari + ars), 
o 

— Ps = (ari+a'a+ars+aTi) (aria-s + ^^'^^ — ^i^s (ari+a^s) — ^«a'i (a-a+^i), 
donde 

Ps = + Pi (1 + P») + ^8 (^2 — 1) + iPi (^4 — 1) + iTi (a-a — 1)+ a-a (ari — 1) 

= Pi(l+P«) — 1+Pi 
da (5). Segue 

o adoperando (D) 

Ma evidentemente 



P8 = 2pi — l+p,pa 

Pa = 2pi + piPa . 



(E) 
(E') 



pi« = Sar'^ + 2pa 

= — 4 + (a-f + xa + ^8 + a'4) + 2p3 
= — 4 — pi + 2pa. 
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donde 

Fiiialnienie 

= (p, + lf-(a:."l){^*-l)-(^*-l)(ri-l) 
= (Pi + ly—ipM + l)-2-^x^ + x, + x, + x. 

Le equazioni (D), (E) o (E'), (F) © (G) detetniiimuo Pi* Fi* Pt« J^ 
e allorB oti^ ira, ^i» x^ @oim date coinè radici di 

Posaiamo esprimere j?i , p» » pi>,pi come funzioni di ^pa. 
Abbiamo 

^ j73 soddisfa Tequaztone 

J?a' + Pi" — 5p, — 8 = 0, 
Possiamo anche esprimere pi^p^rPa^pA come funzioni di pi cioè 

In ogni modo avremo evidentemente tre quaderne di radici del 

tipo 

Le radici si aggruppano allora così in cinqne gruppi 

(I) ^i, ^3 dove yi ^ 1 + t/i^ H ?/5 = 1 + yt* ; 

(II) ^i,*a dove ^3=1+^1^ ® ^i^=l+5f»^ sono radici di j&^+^+2=0, 

(III) xi Xi xji Xé dove r^—l-\-Xi\ a;|=I+a:»^ ^4— 1+^'$', £ri=I+Zi' 
(JV) .r'i x'i x\ x\ ecc. 

(V) ^'1 x\ a-'^a ir'4 ecc. 

e queste (HI), (IV), (V) sono le radici di 

e* + p,e' H- -^ (p,' + p, + 4) e» + -^ (?-.• + p. + 2) e + 

+ -^Cp."-Pi + 6) = 0, 
dove pi è una radice di 

_ -4i,. = tp,-l)(pt» + P.+ i), 

Cioè di 

p.> + 7p,-4=0, 

di cui una radice sola è reale. 
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III. 

x = y + {y + {y + xy)\ 

Si ha come nel § I 

1 = (ari + x%) {x% + ars) (ara + Xi). 

Questo ci dà facilmente 

1 + y = ara + (p« — y) (xa + xz) + 0:2X8 1 
1 + y = xt + (p« — y) (Xa + ari) + araTi . 
1 + y = Xf + (pi ~ y) (ari + ara) + Xi-Tj ) 

Dalle due prime sottraendo 

= a-8 — a-'i + (pa '-'y){x^ — or,) + or» (a-a — ari), 



(L) 



ossia 



ossia 



V^ — y + xz- 



a-j — .Ts 
.Ta — ari ' 



1 + P« — y + Xa = 



■Ta — a-8 
ara — Xi 



.ri — ra 



Xa — Xi 



■(Xa + Xi), 



donde 

P» = Pi + y — 1. 

Anche sommando le (L) si ha 

3 + 3y=-pi + 2(pa-y)(-pi) + P2 
= — Pi — 2p,];a + 2p,y + pa, 



(A') 



donde 



2pi' + 2p,y-2pi + 3y + 3-2piy+pt-pi-y + l = 



ovvero 
ovvero 



2pi«+2y-2pi + 4 = 

Pi"-pi + y + 2=-0. 
Come prima avremo 

p8 = 1 + PiP« = 1 + pi^ + Pi (y — 1) =Piy — 1 — y. 

Finalmente l'equazione delle Xi, Xs, Xs è 

X' + p.X» + (p. + y-l)X + P.y-l-!/ = 0, 

dove Pi è una radico della (B'). L'altra radice ci dà X4, Xc, xe. 
Lo altre due radici della (IH) sono le radici dell'equazione 

X = y + x^. 



(BO 
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Ogni successione ammette un massimo limite, che può anche es* 
sere +00, ed un minimo limite che può essere — 00. Se X e ji coin- 
cìdono, la successione (1) è regolare. 

2. Eicordato ciò, si abbia la successione di numeri positivi 

«0, ^1, . .. «n, . . ., (1) 

e la successione di numeri positivi, crescenti e tendenti all'infinito 

Po, pi, . . . pn, . . . (2) 

Si supponga che la successione 



i"^) 



1 



Pn+l— Pn 



(3) 



sia regolare, e si indichi con X il suo limite. Essendo dunque e_ po- 
sitivo e piccolo a piacere, si avrà un numero n tale che per n^n sia 

-— <(X + e) , — ->(X — e) ; 

onde, essendo tii un intero fisso e maggiore di n, ed n un intero ar- 
bitrario maggiore di wi, sarà: 



«n< 



(X + e)P"^ 



a+e) 



Pn 



an> 



(X-e) 



Pa 



(X-e)^"^ 

Se dunque si forma «na?^", dove x è una variabile positiva, questo 
prodotto tenderà, per n = oo, a zero per ogni x minore dì . . , e 

all'infinito per ogni x maggiore di ^^ . E poiché 8 è piccolo a 

A ~~~ 8 

piacere, ne viene che -r- costituisce una sezione nell'insieme dei 

numeri positivi, tale che anx^'' tende a zero per tutti i valori di x 
minori, e all'infinito per tutti i valori maggiori; e ciò qualunque 
sia la successione 

^1, tifl,ns,. .. 

di valori interi indefinitamente crescenti che si attribuisce ad n. 
Ciò posto, si consideri la successione 

,t (4) 

Se essa non e regolare, avrà un massimo limite che indicheremo 
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coti ]L ed 1111 nniìiinó limite che indìclìdiemo con [ii. Si avrà dunque 
per ogni n da un iiidicd in poi 

e pei- una successione di indici »t, »9, • ■ • >tr, • • •' 

o„,>(H-e)'''". 

Da ciò risili Ir che per x < — ; — Itt Ou «?" tende a zero, e 

per T>—~- la a„^xf"' tende all'iiitìiiito; [i dunque non può diffe- 

l'ire da X. 

Ma sì ha pine per ogni n da un indice in poi 

e per «na snccessione di iridii-*i wi, m»^ , ., m^^... 

onde fliiX^* tende fliriulìnito per*r > ^^ — -e la successione 17^,,,^^"* 

tende a zero per x< — j_"~; dunque nuche (m non p nò differire da J>* 

Pertanto ja e \ii eoineidoiKJ fra di loro e con X; cioè; 

*" 8e la BuccGBsìoue (*^) è re^ulare, è regolare anche hi (4) e tende 
** allo stesso linìite „. l'j 

3. Se ora nnitiaino a„ in «"% discende subito dalla proposizione 
procedente il noto teorema dello Stolz (*) 

* ae la successione 

ffln+i — ^B 

pìì^l — fu 

* è regolare, e la successioue delle p„ è crescente e teude alTinfinito^ 

* la successione 

Pn 

* è pure regolare e leu de alto stesso limite; ^ -proposizione, eonid è 
noto, ricca di conseguenze. 

4. Nel caso dello fu=^n, il numero X che si a considerato al § 2 
è r inverso del raggio di convergenza delta serie 

ed è facile vedere che la stessa proprietà ha luogo per ogni sneces* 
sione di p,» positive, crescenti e tendenti all'infinito, nel caso in cui 
il minimo limite delle differenze pnii-^fu non sia zero. 



t*) Cft, Cajiem, Ann. 4^ VEe. N^tmslf, 8, HI, T. XT. iSfll, p. BB, dov» p^ ■£ troTi iioir< 
ciato d«] UareuiA una rti«aialite££n, fcii'va per err^rfi di btnrupik 

(^ Mati^ Ann^, T. XlY. p. 232 (1879). Cfr. Cesaro^ ^ittifijri atgehriea, p, D8 (1894), 
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6. Con considerazioni non dissimili, si possono dimostrare i se- 
guenti teoremi, di cui lasciamo la dimostrazione al lettore: 

1 n . 1 

* Se esistono i limiti positivi di — logSdye di — logOn, questi 

Pn 1 pn 

• sono uguali se il minimo limite di pn+i — pn non è zero. 

" Se esistono i suddetti limiti, e pn-i — pn tende a zero come — , il 

^ limite della prima espressione supera di -r- quello della seconda. (^) 



FIGGOLE NOTE 



Un problema di analisi combinatoria. 

Nel numero di Gennaio-Febbraio 1908 del Pei-todieo di Matematica, il prò- 
fessore Pesci risolve il problema seguente di analisi combinatoria: 

* Trovare il numero N, ch'ò il numero delle combinazioni con ripetizione che 
si possono formare con tre numeri intieri, due dei quali variano da 1 a m e il 
terzo varia da 1 a 2iii, escludendo tutte quelle combinazioni nelle quali ciascuno 
dei tre numeri in esse compresi non sia minore della somma degli altri due ,. 

Mi pare che la soluzione seguente sia la più semplice : 

Il numero cercato è, in altre parole, il numero dei diversi sistemi dei valori 
che possono avere a, b, e rispondenti alle condizioni 



1 ^ a "^ m 
1 ^ & ^ »» 
1 ^ e -^ 2m 



(1) 
(2) 
(3) 



e<a + b 


(4) 


a<b + e 


(5) 


b<a + e. 


(6) 



Per non contare due volte due sistemi che si distinguono soltanto per l'ordine 
dei dati basta aggiungere la condizione 

a^6^r. (7) 



(i) In una nota pubblicata dal compianto Cksàro nel Bullettin dss tcitnets tnathimcUiquta per 
il 1890 (pag. 114). Tesimio analista mostrava di ritenere artificioso Tuso delle serie di potenze per 
la dimostrazione di teoremi sui limiti, per esempio per quello sul prodotto di due serie sempli- 
cemente convergenti. Non mi sembra però che questo uso, sebbene indiretto, possa riguardarsi 
come poco conforme alla nntura della questione. Una serie di potenze 2Lanx^ è così intimamente 
legata alla successione a^.a^, ..,au . . . , dei suoi coefficienti, da poterla rappresentare quasi come 
un punto di uno spazio di cui la successione rappresenta il sistema delle coordinate; inoltre 
il vantaggio di potarsi giovare di una variabile continua, nella serie o nel suo termine gene- 
rale aox". fornisce, come si è già avvertito, mezzi più efficaci di dimostrazione e vi conferisce 
simmetria e chiarezza. E poiché ho ricordate quella nota del Cesare, mi par opportuno di aggiun- 
gere come precisamente in essa si contengono due risultati assai degni di attenzione : vi si trova 
indicato infatti, per la prima volta, quel modo di intendere la somma di una serie indeterminata 
che, generalizzato e perfezionato poi dal Borel, ha acquistato diritto di cittadinanza nella scienza; 
inoltre, vi è dato un geniale concetto di grado d' interminazione delle serie, cui vennero riattac- 
cate notevoli considerazioni dal Kkopp (MuUipUkation diotrgenten Beihen; Sitz. bericht d«r BtrU 
Maih, GMeUehaft, dicembre 1907, p. 1) e di cui una interessante applicazione, più recentemente 
ancora, è stata deta dal Féjeb {Compie* i-endus, 2 febbraio 1908). 
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Le coDdia^ioni (5) # (6) possono dedum da (7); (3) da (4), (IJ e (2). HimAn- 
gono 

^ìiest'aìtiiiia può scriversi t-^iJ^a + ^ — l* 

Supponiamo a e ò coaUnti. Il numero dei e cofiipatìbili con le coudiaiooi 



aara 



>; l^(rt + i*) — (6 — l) = a* 



fìisia 



YarianilD a, avremo il numera delle combinaziouì di a e e posaìbìll 
In &i«p se variamo h, otterremo 

N = ^ r 



0, BO «I — -g- , 



N = 



48"^ ' 



cho. è precisamente il numero ottenuto dal proL Peact 



G. RABtJJOVtOE 

itudaDt« dell' Unì versiti di Od«SBi. 



QUISTIONI PROPOSTE 



744. Se in un tetraedro due spigoli opposti banno eguale lun- 
ghezza «T e altri due spigoli opposti eguali lunghezza bt 

V la congiungeiite i punti medi' degli altri due spigoli è la loro 
normale comune; 

2^ gli angoli diedri agli spigoli eguali sono eguali; 

3* dette a, fi le misure di questi diedri, ai ha 



i5- 

T 



seu ^' 



4* nel quadrilatero sghembo formato dalle coppie di spigoli op- 
posti eguali, le normali nei quattro vertici ai piani dei due lati che 
YÌ concorrono giacciono aopra un iperboloide e il birapporto di queste 

generatrici è {m, m\ n, n') = "ji - x, BiAisrom. 
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745. La cissoide di Diocle x(pc^-\-y^ = 2ay^ è polare reciproca 
di sé stessa rispetto al cerchio 

x^ + i/ + 2a(x-a)=^0, 

rispetto alla iperbole equilatera 

^• — y" + 2a(a; — rt) = 

alle due parabole y* ± 6a Vs . (x — a) = 0. 

Ognuna di queste quattro coniche ha doppio contatto con la cis- 
soide. 

Se denotiamo con Z la cuspide, con Y il punto (2a, 0) e con C 
e r le intersezioni respettive della tangente cuspidale con una corda 
di contatto e colla corrispondente corda comune (che unisce i due 
punti di semplice intersezione della conica con la cissoide) si ha 

zr zc _ ^ 
Yr- xo 2 • 

746. La parabola semìcubica y^=x* è polare reciproca di sé stessa 
rispetto ad ognuna delle oo^ coniche concentriche 

3Xa;' + y" = 4/.», 

dove X è un parametro variabile. Ognuna di tali coniche ha doppio 
contatto colla cubica sopra una retta variabile e e la taglia ulterior-» 
mente sopra un'altra f, parallela a e. Il rapporto delle distanze di e e y 
dalla cuspide è — 2. 

747. La cubica iperbolica xy* = 1 è polare reciproca di sé stessa 
rispetto a ognuna delle iperbole 

dove X è parametro variabile. Queste iperbole hanno ognuna doppio 
contatto colla cubica, e il rapporto delle distanze dall'asintoto d'in- 
flessione, della corda di contatto e dell'altra corda comune è eguale 
a —4. 

748. La parabola cubica y^=ai^ è polare reciproca di se medesima 
rispetto alle iperbole 

— 3XV + 4y" = X', 

X essendo un parametro variabile. Ognuna di queste iperbole ha 
doppio contatto con la cubica sopra una retta e passante per l'ori- 
gine, e la interseca sopra un'altra retta y pure passante pel flesso. 
Se denotiamo con y la retta che unisce l'origine con la cuspide e 
con la z la tangente stazionaria (asse delle x) il rapporto anarmo- 
nico {yzc^O è eguale a — \. V. Retali. 
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M. d'Ocagne. — Vatctd Graphique et Nomogmphie, Parie, Doi'n* — (L. 5). 

li noto editor* Dmw Bft btrapresa, sotto la diroEione del DoltT Touldcsie (delli 

ÉcùU dfit HaiUi>»^Étndes], 1a pubbHcaziuiitt dì uim gmn(Ì« encidopedìa scìetitìfSwi, 
ctie stiLÙ divida iti quaranta sBzmui e cho coniprendiiiià) ciit-n, mille v<tliiniL Questi 
volumi^ nella Tiiaggiat' patte illustrati, avranno il formato in JS-jé^us» aatanuo 
rileggiti e consteranno di quatti oceiito piigiut' circtt ; e il prezzo stabilito (dì ^iuque 
lire al volume) è davvero molto modeisto* tanto pii* clic, come naulta dal aaggio 
ehe aUliianio sùtt'oi^ebLo, rilegatura, cartat carattorì e %ure nujta ia54:Lano a deai- 
dornre dal [mnto di vista d^lla solidità, d^lla chiarezza e deirelegaitzii. 

Il ciirattero Stcìentilìcn dell'opera è cosi esposto dall'editore* Attutali e ment^ It* 
Hmeft dt sciente né digiuni tn dtu^ elmifu bien di^itncttsi ien lirres destine» mtx 
sa tati (n Épikitìlisés, h ^diis 9mi**ÉHi in emnini^heimbhà pmir tmis Its mtUés, fmdt 
de rapptìer ntt déhnt dtif t'hapilrts ìfs eonuftiananceB nt'resittìirfn, et surioitt fttute 
de di'fiìiir le^ u ombretti ttrtneti Uchmqueìi ÌHees»mtt$titnÌ fùttféSf era dernìet'^ rr«- 
dàftt un me mot fé d*ttttff xcienctf partìculih^e ininteUigMe à un Mttr^tttt qui en a 
ahandotìtté Véinde dttt'attt qntlqnfa annéf^i et ennutte ìes firre» icntu poar le grand 
pubUì% qui Hont 9mu pmfti pmtr de* gapani^ et méme ^tottr des pt^rmnrte* d*Hnt 
cettnitte ctdiure inteìlecUielie, //Etn^yuJopèdie aci^utifìque a Vamhitiou c/i? 9*iuires9fr 
au pì(blÌ4ì le plus Utvgt* Le sttvani spMaiiaé est aì^guré de renconirtì' dttnit Its 
r&luniéÉ de Jta partte' titte mhe ria pmiii irei* erntfé de retai atiuel dea qa^^limìs^ 
far diaqtte Bibliothèquet >""" steit (fchnìqae!^ et sen mùtmgrnphle»^ ^si d*Qhm'd fati 
aì^e le plus grntid àmtt p&ur nereir d* ittitUntneni d'étufieg et dm reéhtt'chm à cmx 
qui culatent in sctence ptìrtiailièrf qu^tiU repvrsmle, et m derise pùnrrmi iirex 
Par lea savants, pour les eavauts* QuelqìUfS'tifx* de ce» Urre vff'eut tuétìtt, pnr 
ìeur cittactèrt didocliquef destùic^ à dryettir des ùimuige^ clnssiqnt et à serpiv attx 
i^tudes de l'enseignemifd secondmrt i/ft HUpérieur, Mai»^ d*autre partf fi U^tettr «ori 
»p^HalÌsé esi certttin de tt'ùuver^ toUìt Iwb fifis que cela sera nieeasatre, mt èéhìÌ ìm 
la section — damf un on phi$ienré rohtines de gémh'aìif^.^f — et au $tuìi dn 
rtyhtme^ — dans un cfwpitr^ partitulier, — dcs dùnnt^en; qui farmeronì ime péri* 
titble irìtrùdttciinn te meitnttt à tn^mc de potirsuivre arte profit *^ lecture. Un foca* 
huiaire techniqntj plaré^ quand il y aura /iV». à tn fin dn volumet Ini perttiettvtt 
de counaUre totij^ntrè (*» Mfn» dm intAa spéciatim. Un hidìce, che uacirk dopo la 
pubblicaj'Jone dì un certo numero di volami e die sarà peHodicainente Tistampnto, 
rinviork ii lettore ai differenti volumi od alle pagine dove si trovano trattati i 
tasi particolari in questione. 

Delle quaranta sezioni, quelle dte poaaono dirotianrente interessare i nostri 
lettori^ seno quattro: 

1* Sfatematlcn* 2*" Meccanlea (dirette dal Prof. Dkach, della Uni versila ài 
Poi lieta); 

3' aiatein&tieii applleatn* 4^ MeceniiicA AtiuHeatn e Uenb (dirette dal Pro- 
fessore i>'OcAtiNE, dell'iVo/f d€s Ponti et Chausséest e deir^ro/t? poì^lechniqMr}. 
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Il volarne cbe ci proponiamo di esaminare, rapidamente, è uno dei dieiotto 
volumi che devono formare ]a tersa delie quattro sezioni ora citate; di questi 
diciotto volumi 

tre costituiscono la Scienza del Calcolo, e sono : Calcolo numerico. Calcolo gra- 
fico e Nomografia, Calcolo meccanico; 

quattro costituiscono l'Analisi applicata, e sono: Teoria e pratica delle opera* 
zioni finanziarie, Teoria matematica delle assicurazioni, Economia razionale. Sta- 
tistica matematica ; 

undici costituiscono la Geometria applicata, e sono: Metrologia, Astronomia 
geodetica. Navigazione^ Geodesia rlementare, Geodesia sferoidica, Geodesia superiore, 
Topogi*afia, Metro fotografia, Cartografia, Geometria descrittiva. Prospettiva. 

La nuova opera del d*Ocagne consta, come dice il suo titolo, di due parti, 
la cui riunione in un solo volume ci pare molto logica, perchè gli abbachi della 
Nomografia non sono, in sostanza, che soluzioni grafiche fatte una volta per 
sempre e per tutti i casi utili. 

È noto che il Calcolo grafico, il quale per il creatore della Statica Grafica 
non era che una premessa alla Statica stessa, ha poi preso uno sviluppo tanto 
considerevole da richiedere, per il suo svolgimento, un grosso volume da sé; (M 
ma lo svolgimento dato dall'autore alla prima parte è molto più generale e molto 
più sintetico di quelli comunemente noti. 

Nella introduzione si richiamano alcune nozioni fondamentali di Geometria 
analitica (coordinate cartesiane e tangenziali, principio di dualità, coordinate pa- 
rallele, trasformazione omografica), che sono poi di grande utilità, specialmente 
nella esposizione dei principi fondamentali della Nomografia moderna. 

Nel primo capitolo (Aritmetica e Algebra grafiche)^ dopo un utilissimo e op- 
portuno paragrafo sulle scale metriche, tratta rapidamente delle operazioni fonda- 
mentali àeW Aritmetica (forse un po' troppo rapidamente, perchè vi manca, p. es., 
l'elevazione a potenza e l'estrazione di radice). Poi passa alla risoluzione dei si- 
stemi lineari; e qui troviamo di notevole un procedimento sistematico per l'applica- 
zione del metodo ideato dal Massau. Indi tratta della risoluzione di una equazione 
di grado qualunque coi noti metodi di Lill e di Bkllavitis; cui aggiunge l'in- 
terpolazione parabolica grafica (che applica alla rappresentazione dei risultati di 
osservazioni fisiche) e un interessante cenno sulle imagini logaritmiche del Mrhmkb. 

Il secondo capitolo (Integrazione grafica) è ancora più moderno e più interes- 
sante del primo: esso potrebbe, principalmente, considerarsi come una esposizione, 
sapientemente e didatticamente ordinata, degli importanti risultati raggiunti dal 
Massau e da lui pubblicati in una serie di memorie, che cominciarono nel 1873 ('). 
Vi troviamo di notevole: 

nella prima parte del capitolo (Proprietà fondamentali delle cui*ve integrali), 
il paragrafo snila ordinala media di un arco parabolico (sul quale argomento 
l'autore pubblicò già una notevole memoria originale); 

nella seconda parte (Tracciato grafico degli integrali), una elegantissima co- 
struzione per rettificare approssimativamente un arco di circonferenza (anche su 
questo argomento l'autore pubblicò recentemente una breve nota originale); 



(1) Un esempin notevolissimo è dato dal ssrondo volume della traduzione francese delle 
LtMionl di Statit-a Grafica del Favaro: questo volume, specialmente per le importanti aggiunte 
del traduttore, occupa ora piìi di quattrocento pagine. 

(*) In Italia, la prima pubblicazione su questo argomento crediamo sia quella del Saviotti, 
Nota 9ui mètodi grafici di integrazione. — Giornale del Genio civile. Marzo 1882. 
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nella ter^a pltrla ^ Integrali partthoìkijf U geiierjt£Ìone d'un integrale t^amlo- 

lico per dilfttfflalgotì del euo poligono iiitegrant© (concetto nuovissiino dovuto al- 
l'autore ); 

nella qnarta parte finalmente (l^Haziom difftrÉnatmU dd primo 0rdin§}, il 
tracci n lo npproaainìatìv^o degli intégrali (the pine crediamo dovalo, almeno in 
tnasshnft parte, all'autore stesso)* 

Passiamo ora alla seconda parte del iroltime, cioè alla Nomografia ^ la cui ele- 
vazione al grado di scienza è dovuta airoutore utesso. Egli, da quando (nel ldS4J 
ebbe la geniale e feconda idea degli abbachi a pnnti allindati, continuò iodefea- 
aatnente (e c:obi contmua tuttora) a raccoglierò, a avtluppare, a generalizzare tutte 
quanto sì riferisco ad ogni genere di tavole grafiche; e lohi dalle sue mani, in 
quindici anni appena (M. potè uiicire questa nuovik «cietiza, che sta pretidendo une 
sviluppo sempre maggiore ('). 

I/esposizione è un po' pia semplice e un po' piii didattica che nel precedenta 
suo 'iVtriVff; inoltre l'opera è arricchita di tutti i più uotevolì risultati, raggiunti 
nelle applicazioni o nella teoria, nei nove anni ormai trascorsi, dacché il Traiti 
stesso vide la luce. 

Nel primo capitolo { terzo di tutto il volume), dopo aver parlato delle scal# 
metriche, cartesiane, trasformate, proiettive, passa a parlare degli abbachi car« 
tesiaui a tro variabili e del loro frazionamento, dell'anamorfosi generale e del^ 
ranamorfoaì per sistemi di cerchi, degli abbachi pia generali a linee couconeutr, 
e, finnlmente, deirnso dei trasparenti a due e a tre indici, mostrando come questi 
ultimi sì applichino agli abbachi esagonali del IjAllehands. 

Nel secondo capitolo, dopo le generalità reìative al metodo dei punti allineati 
(basati sul princìpio di dualità), parla dei nomogrammi dì genere (aventi cioè 
tutte le Beale rettilinee) e di genere 1 (aventi una aula scala curVÉlinea): tale ar- 
gomeuio, a ragione, è ampiamente svolto, perchè è indubbiamente questo il tipo 
di abbachi che ha dato luogo al maggior numero di ftpplicazioni. Aggiunge poscia una 
nuova teoria (^): quella dei valori critici, la quale rende inutili moite laboriose tra- 
sformazioni algebriche, cui prima si doveva necessariamente ricorrere. Viene quindi 
ai nomogrummi di genere 2 e 3; e qui parla de^ll abbachi conici del SoaBat^, t 
quali si po«j3ono rendere circolari t:ou una trasformazione on^ograiica. (A questo pro- 
posito però c\ permettiamo di dire, che questa tra^rormazione non ci pare éttd^in- 
ment trcs fai or ahi e tn pai igne, perche, per molte ragioni, puè invece essere spesan 
opportuno passare invece dalla forma circolare alla forma conica). Come appli- 
cazione notevolissima del metodo dei punti allineati, riferisce qui un elegante 
procedimento dì interpolazione empirica, dovuta al capitniTo FUtaillbr: questa 
applicazione e le altra già fatte del Lafay e dal SonBAu, alla ricerca delle fun< 
zionì empiriche, mettono in luce vivissima T importanza pratica dnlìfi Nomografia, 
Il capitolo tinisce colla teoria dei nomogrammi ad allineamenti multipli a scale 



(1} n enndB Trititi é* T^omographi* h del \%W, 

{t) A ti tetto d'onore, velagli a iiiù ^tit citare, co me unoi ri et più effieeid e iunoVitoH (oUibt^rmtoiJ 
dfil d'0(jAciNii, rinp, HotiEAt:: egli, ftell* sue due niQn!(»ri« 

Cuntrihutiim a ta théofit ti aux apjplicaiiowt d§ ta Kamoffraphi* <Mém(}ir&> de la Sedete il«4 
IngónicMira Ci^fUi, Ageito ]90i|, 

La eapncitì et la eaìant* *tt Nottàofft'apht* (ì^ Mn-ggw IIKJtì}, 
1a prìmn dctie quali eeriipA pìh di trueenla pagìno, ììa propoKti imofl pmeedìnoenti, onore gtfne-- 
rnU^Jl^A^^oni. veramente ìnipoitiinti e originali. 

(*ì QueaU tftoriii fu primi ti vomente espostn dairAtitOre tiell* nota ' Sur ?#* é^ìiatianM d'ùrdt-^ 
Hcmographiqm* ^ H 4 „, j^ubbUcatt nel BMlUiiin d* la So€Ìélé de Mathtmattq*ià del 1907. 
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rettilinee parallele, a scale circolari concentriche (del Sorbau), a scale coniche: 
questi ultimi anche per equazioni a quattro yariabili di ordine nomografico 
superiore a 4. 

Nel terzo capitolo parla dei nomogrammi a indice qualunque, il primo tipo dei 
quali si ha negli abbachi a squadra del Gobdsbbls; a cui seguono i nomogrammi 
a punti equidistanti. Vengono poi i nomogrammi a quote mobili; e in questo tipo 
rientrano Tordinaiio regolo logaritmo, gli abbachi polari, gli abbachi a immagini 
logaritmiche. 

E il volume finisce con una magistrale classificazione, che abbraccia non solo 
tutti gli abbachi fin qui conosciuti e utilizzati, ma anche tutti quelli che potranno 
essere costruiti e utilizzati in seguito. 

Una sola osservazione, di secondaria importanza, ci pare di poter fare al 
modo col quale tutta l'opera è svolta: l'autore si è forse un po' troppo attenuto 
a quel che (al dire dell'editore) potrebbe essere la divisa della Encyclopédie scien- 
tifiqite (Par le savantn pour le ttavanis): noi crediamo che, se alcuni argomenti 
(integrazione grafica, abbachi a scale parallele...) fossero stati trattati anche in 
modo elementare, si sarebbero forse aiutati e incoraggiati quei lettori, che delle 
matematiche non si occupano specialmente. 

Possa questa nuova opera pregevolissima (^) far accrescere il numero dei cul- 
tori àeWtL Nomografia: terminiamo ripetendo questo augurio, perchè aumenta sempre 
più in noi la convinzione che la Nomografia, oltre essere utile ai pratici, possa 
anche fornire ai teorici nuovi e fecondi argonienti di studio. 

G. Pasci. 



-**«- 
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Il l^Pebbraio fu inviata a tutti i professori di matematica delle 
scuole medie e superiori d'Italia la circolare che qui riproduciamo: 

'^ L'associazione Mathesis non solo vive da lungo tempo nella piti 
assoluta inerzia, ma nemmeno ha fatto alcun atto positivo verso l'effet- 
tuazione dell'idea di trasformarla, annunziato fino dall'ottobre del 
1906. Abbiamo perciò perduto ogni fede nella possibilità di vederla 
risorta e trasformata in maniera conforme alle vedute nostre e di 
molti nostri Golleghi. 

** Non abbiamo però perduta la fede nello spirito d'associazione dei 
cultori della nostra disciplina ne nell'efficacia di una forte Associa- 
zione, che, con un'opera assidua e tenace, di stimolo ai più lenti e 
d'incoraggiamento ai più solerti, usufruendo di tutte le più preziose 



(i) E frft i suoi pregi è notevole anche quello delle numerose citazioni bibliografiche, perchè 
queste poche volte si trovano nei ti-attati francesi. 
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energie ora Jatenti, studi e risolva Ig questioni, a cui piii strettamente 
si coiHiette il progresso deiririaegnamento delJa inaternatica nelle 
scuole italiane, 

** Noi non dimcnticìiiamo che in un tempo, già relativamente re- 
moto, quando le eoniìiziaiii tTiorali ed economiclie degli insegnanti erano 
molto pi il tristi d'adesso, i professori di matematica delle scuole medie 
furono fra i primi a riunirsi in Associazioiie con scopi puramente 
pedagogici, scopi pei quali si adunarono in numerosi convegni regio- 
nali e anclie in congressi nazionali, a Torino, a Livorno, a Napoli, 
agitandovi problemi, tntti riflettenti la Scuola e l'insegnamento- 

"^ Un preconcetto, ancora rimasto in taluno, e andato scomparendo 
nei più, e si è fatta strada Fidea dellopportunità che non una bar- 
riera separi gli insegtninti delle scuole medie da quelli delle scuole 
superiori, ma gli uni e gli altri si trovino uniti nello studio delle 
questioni interessanti il progresso della matematica e delT insegna- 
mento dì essa. 

* È noto ormai (*) uno schema, di carattere presso che definitivo, 
delle proposte della Commissione Reale riguardanti rassetto dello 
studio della matematica nelle AVai'# scuole nifdiei e già un primo esame 
di tale schema lia dimostrato che non si tratta di semplici trasposi- 
zioni di materia, bensì sopratutto di novità di metodi e d'indirizzo. 
Su queste proposte è necessario che si raccolga la massima attenzione 
dei competenti e che si apra un largo dibattito d'idee, disciplinato 
però da una forte Associazione che, autorevole pel numero e per la 
qualità dei propri soci, sappia ben coordinare e validamente propu- 
gnare il resultato delle discussioni. 

** Perciò noi rivolgiamo un appello a tntti i cultori della matema- 
tica» tanto a colora che insegnano nelle scuole medi© o superiori di 
qualsiasi grado, quanto a coloro che non appartengono all'insegna- 
mento, affinchè vogliano stringersi in una nuova Associazione che pro- 
poniamo cliianìare Soeletù liaUamt di Matemailca, salvo ad aggiungervi 
il sottotitolo di Mathexisi, quando siasi sciolta quella ancora esistente, 
di nome se non di fatto. 

" E fin d'ora indiciamo un Congresso da tenersi j secondo quanto 
risulterà dal Beferendum degli aderenti, o in Roma» durante le vacanze 
pasquali del prossimo aprile, in giorni da tìasarsì» immediatamente 
susseguenti a quelli, 5-11 aprile, in cui, pure in Koma, sarà tenuto 
il IV Congresso internazionale matematico, oppure a Firenze, nel 
settembre di quest'anno, in giorni susseguenti o precedenti a quelli 
net quali, pure a Firenze, sarà tenuto il H Congresso delia Società 
Italiana per il Progressi» delle Scienze. 

" Per tale Congresso proponiamo, per ora, due soli temi : 

* 1", Vostitiizìoue dtlla *^ Socittà Italiana di Matematica „ -^ DÌscuS" 
siane e appromuiùne dftlo Statuì th 

* 2°. DinfUMÌone delle proponi e della Commimotif RmU per la ri^ 
forma della Scuola fnediat riguardanti V insegnamento della matematica 
nelle nuove Scuole medie. 



{^ì Cfr* BóUUtimù ài Mai€matim di Bologna, Anni} VI, n. 10~1Ì*1Ì!, 
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' Si vedrà in seguito, dipendentemente dalle adesioni raccolte 
anche fra i professori universitari, se non convenga aggiungere uo 
terzo tema: Sulla preparazione degli insegnanti di matematica delle Scuole 
medie, che ci sembra avere acquistato uiì vero carattere di attualità 
e di urgenza, adesso specialmente, doporrinstituzione degli esami nei 
concorsi alle cattedre delle Scuole medie. 

" Gli aderenti sono pregati di inviare entro il 29 febbraio l'unita 
scheda d'adesione firmata e accompagnata da L. 5 all'indirizzo del 
prof. Giulio Lazzeri - Livorno, Via dell'Indipendenza, N. 7; e di can- 
cellare in essa le parole Firenze (settembre), se preferiscono che il 
Congresso si faccia a Roma in aprile, o le parole Boma (aprile) se 
preferiscono che il Congresso abbia invece luogo a Firenze in set- 
tembre. In tal modo sarà rimessa la scelta dell'epoca e sede del Con- 
gresso al voto della maggioranza degli aderenti. Senza altra tassa, 
gli aderenti potranno partecipare al Congresso e riceverne gli atti. 

' Nello stesso tempo, si fa preghiera agli aderenti di far conoscere 
le loro proposte relative allo Statuto della nuova Società ed al secondo 
argomento posto all'ordine del giorno del Congresso. Tutte le pro- 
poste che perverranno entro il 29 febbraio saranno trasmesse ai rela- 
tori che ci riserbiamo di nominare coli' incarico di preparare, in tempo 
utile, una breve relazione su ciascuno dei temi del Congresso. 

^ Ed abbiamo terminato, colla lusinga che questo nostro appello 
non cadrà nel vuoto, e col proposito di fare quanto ci sarà possibile 
per la fondazione e il buon andamento della nuova Società, fino a 
che non sia stato provveduto alla direzione di essa, secondo le norme 
dello Statuto, che sarà per approvare il prossimo Congresso. 

Amodeo Federico (R. I. T., Napoli), — Bettazzi Rodolfo 
(R. L. Cavour, Toritw). — Bonaventura Paolo (R. I. N., 
Livorno). — Candido Giacomo (R. L., Gelatina), — Ca- 
stellano Filiberto (R. A. M., Torino). — Ceretti Um- 
berto (R. S. T., Pistoia). — Chelotti Abioaille (R. S. N., 
Livorno). — Conti Alberto (R. S. N. Morandi-Manzolini^ 
Bologna). — Fazzari Gaetano (R. L. Umberto I, Pa- 
lermo). — Gallucci Generoso (R. L. Genovesi, Napoli). — 
Lazzeri Giulio (R. A. N., Livorno). — Lucarini Camillo 
(R. G., Livorno). — Nannei Enrico (R. I. T., Bari). — 
Palatini Francesco (R. I. T., Torino). — Perna Alfredo 
(R. I. T., Napoli). — Pesci Giuseppe (R. A. N., Livorno). 



A questo appello hanno risposto fino ad ora 85 professori, i nomi 
dei quali sono riportati nell'elenco che segue a pag. 239. 

Molti di essi insieme alla loro scheda d'adesione hanno inviata 
lettere esprimenti la più viva simpatia per l'iniziativa della costituì 
zione della nuova società, e i più fervidi voti, perchè questa sorga 
forte e vitale, perchè, riunendo le molte energie disseminate in ogni 
parte d'Italia, le faccia convergere ad un solo nobilissimo scopo» 
quello del miglioramento delle nostre scuole. 
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Molti altri barino promesso la loro adesione non appena fa società 
BÌa definitivamente costituita ed abbia assorbito gli avanzi della vec- 
chia e agonizzante Mathesis» 

Degli 8r> aderenti *>2 ìiaiino indicato Firenze rome Bede del pro- 
posto congresso, 16 hanno prescelto Roma, 7 non hanno dato alcuna 
indicazione. Pel voto della grande maggioranza adnnqne resta .sta- 
bilito che il con gl'esso per la costituzione della nuova società sarà 
tennto a Firenze nel settembre prossimo conteniporaneamente a quello 
della Società italiana per il progresso dblle scifnze. 

Perciò resta prorogato a tutto il 15 agosto prossimo ÌI tempo 
utile per l'invio della qiKita d'iscrizione al Congresso; ma &i fa viva 
preghiera a tutti coloro che accettano in inassirna le idee esposte 
nella surriferita circolare d'inviare al piii presto un cenno d ade- 
sione. 

Confidiamo che T intervallo di circa sei mesi che ci separa dal- 
Te poca del congresso verrà sposo da tutti gli aderenti ad assicurarne 
la riuscita, sìa procurando nuove adesioni dei loro amici e conoscenti, 
sia inviando proposte concrete da discutere nel congresso stesso. 

Intanto però, siccome è da rittmersi die molti di essi si trove- 
ran no a Roma d al 5 a I TI 1 a pr i 1 e in o u e as i o n e d e I Cuttt/tesm i nìem a- 
zhnale (fi maiematiea^ verrà organizzata in quei giorni una riunione 
preliminare allo scopo di iniziare uno scambio d*idee che, insieme 
con le proposte mandate da tutti gli altri aderenti, serva di guida 
ai promotori della costituenda società per stabilire il programma 
definitivo del congresso e procedere alla nomina di coloro che do- 
vranno riferire sui tre temi posti alTordine del giorno, cioè: 

l*. Costituziane ddla Società italiftna di matematica. Discussione e 
&pproi^azione dello Statuto, 

2^. Di.'iCHSsione delle proposte della commissione reale per la riforma 
della scuola media, riguardante rinsegnantetìto della tmiietnaHca nella 
nuova scuola media. 

tf. Preparazione degli insegnatiti di matematica delle scuole medie. 

Tutti gli aderenti saranno tenuti inforuìati di quanto verrà sue* 
cessi V aniente stabilito per mezzo del Fé r iodi co di matematica^ o del 
Bollettino di matematica o per mezzo di appositi avvisi. 

Noi confidiamo che attorno al primo importante nucleo di ade- 
renti alla nuova Società vorranno, quanto prima, stringersi tutti i 
cultori della matematica, i quali sentendo altamente T importanza 
civile e morale del loro ufficio nella moderna società, consapevoli 
dei grandissimi risultati che si possono conseguire con le forti ed 
estese organizzazioni, vorranno cooperare attivamente al progresso 

della scienza e della scuola. 

Il Comitato promotore. 
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PRIMA NOTA 

DI ADERENTI ALLA SOCIETÀ ITALIANA DI MATEMi 



1. Arnaldi prof. Italo, R. Istituto Tecnico — Torino, 

2. Ainanzio prof. Domenico, R. Istituto Tecnico — Napoli, 

3. Ainodeo prof. Federico, R. Istituto Tecnico — Napoli, 

4. Apreda prof. Domenico, R. Istituto Nautico — Piana di Sot i 
6. Arzelà prof. Cesare, R. Università — Bologna. 

6. Ascoli prof. Lelio, R. Istituto Tecnico — Livorno, 

7. Aussant-Cark prof. Paolo, R. Istituto Tecnico — Livorno. 

8. Balestra prof. Galileo, R. Istituto Tecnico — Pesaro, 

9. Bandinl prof. Silrio, R. Scuola Normale femm. -— Padova, 

10. Barbaro prof. Lnigi, R. Scuola Tecnica ' Aloysìo-Iuvara , — 

11. Berzolari prof. Luigi, R. tini versi tà — Pavia, 

12. Bettarini prof. Giuseppe, R. Istituto Tecnico — Venezia. 

13. Bettazzi prof. Rodolfo, R. Liceo * Cavour , — Torino. 

14. Bettini prof. Bettino, Liceo Pareggiato — Osimo, 

15. Bisson-Minio prof. Ersilia, R. Scuola Normale femm. — Bell \ 

16. Bonadonna prof. Pasquale, R. Scuola Tecnica -— Piazza Arti 

17. Bonaventura prof. Paolo, R. Istituto Nautico — Livorno, 

18. Bonginl prof. Ugo, R. Scuola Tecnica — Siena, 

19. Borio prof. Agostino, R. Liceo — Aosta, 

20. Bottari prof. Amerigo, R. Liceo ~ Spoleto, 

21. Bn stelli prof. A. M. — Boma, 

22. Calò prof. Benedetto, R. Istituto Tecnico — Napoli. 

23. Candido prof. Giacomo, R. Liceo — G alatina, 

24. Cardoso Laynes prof. Giulio, R. Scuola Tecnica — Savona. 

25. Carrone prof. Claudio, R. Liceo — Siracusa, 

26. Castellano prof. Filiberto, R. Accademia Militare — Torino, 

27. Castelli prof. Pietro, R. Istituto Tecnico — Ancona. 

28. Catania prof. Sebastiano, R. Istituto Tecnico ~ Catania, 

29. Cattaneo prof. Paolo, R. Scuola Tecnica — Lendinara, 

30. Ceccaroni Guido, R. Ginnasio • Galilei , — Firenze, 

31. Ceretti prof. Umberto, Direttore della R. Scuola Tecnica — i 

32. Chelotti prof. Abigaille, R. Scuola Normale femm. — Livorno 

33. Ciabò prof. Giorgio, Preside del R. Istituto Tecnico — Paria. 

34. Conti prof. Alberto, R. Scuola Normale ■ Morandi-Manzolini , 

35. Cubajn prof. Antonio, R. Liceo-Ginnasio * Capece , — Maglie 

36. D'Amico ing. Gaetano, R. Istituto Tecnico — Cagliari, 

37. Da Porto prof. Alcide, R. Liceo — Forlì. 

38. Del Prete prof. Oreste, R. Scuola Tecnica — Bari. 

39. Boria prof. GioT. Andrea — Bocca Maggiore, 

40. Enriquez prof. Federigo, R. Università — Bologna. 
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4L Fanti fng. AriiaUn, ÌL Univorailìk — Pisa, 

42, Fa^zaH prof. 44aiìtauo» K. Liceo ' Umberto 1 , — PttUrmù* 

43, Florio prof. HalTiilore* IL Scuola Koriìiale feirmi. • P, Fuii»et;ii , — Nn^oiL 

44, (tdlhuiii prof, (it'iiiiaro, R, Liceo * Geoi>vei*i » — Nnfjttth 
■45. Oalhicel prof, (fcnrrflM>, R. Liceo • Getiovcai , — Nt^polL 
4 fi. ffhitìExt in^. Toodtìsìo, IL ScnoU Teeiiicn — Lotere, 

47, CÌIkU prof. DtilHu, R, Liceo — SaMàmL 

AB. (interra piof. MIeUek, Direttore R. Scuola Tecnica ^ G^éttt* 

49, Larìt*e prof. JneN, H. HcuaU N or mal e fenim. — Padam, 

50. La/itórl prof (tltiUo, R. Accademia Navale — Lit-orno. 

5L Lo VetiTe (ìallo ìoì;. praL Y Incendo, R, bùtuto Tecnico — Te t'ama* 

.52. Lncarlni prof. Camillo, E, Ginntisio — LirQt'ftù. 

53. liTif^aro prof, fhirleo, R. Giniia&io — Ca^ttUamHre det Golfo. 

54. Marasco prof. (L B.. R. Stuoia Tecnic» — Pesdru. 

55. MarelaliM praL Elìsio. R. Scuola Normale masdi. Città S, Angrìo, 

56. Marcolouiro prof. Robert o^ R. Univeiwità — XnpùH. 

57. Mareeflla prof. >'atate, R. Liceo — AtireaU. 

58. Martini 2ncea||rn1 proL Arolda — Litùrno 

59. Mlf^ani pmf, Ma^KJmo. Treside R. Istituto Tectiìco — Udine. 

60. Moierlia proL («ìornnni, R. Scuoln Ntninale — Lectit. 
GL Molli prof, (ì incorno, K. Liceo — Campoòin^no. 

02. MoHHlai prot UÌitc, ìnaegaanie Tielte RR. Scuole Normali ~~ GttastaUa. 

63. Xauikel proL Euri co. Preside R. latitutlo Tecuico — Bari, 

64. >'aliicei prof. Alpinolo, HcimU Tecnica Pureggiata — AmtUa. 
65* ?Sli'oIetti piof. Onorato, R. Uuiverdfi* — Pisa, 

ne. Palatini prof. Francesco, R. Istituto T^cuicci — Torino. 

07. Pasi-nl proL ErncHlo, R. Uui versi rh — Ntiftftìi. 

6^5. Fcscl prof. (iliuse|ipe, R. Accfldem*a Navale — Lìtoi-tw, 

69. Pinclierle prof, SnlTatore. R. Uni versi Jii — Bnio(fn<t. 

7Q, Plzzarelltì prof. Ho menici, R. Liceo — ff^gtfì*» KmUia, 

71. Rr^petlo pioL (iIuNcppe, E. Scuola N armala femui. — S^Mari* 

72. Retali prof. Vlrgrlnio, R. Liceo * Beccaria , — MìIottfK 
l'ò. Rocca prof. L. — Bologna, 

74. Rostri prof, famlllo, R. I&titnto Tecnico — Xft itoli. 

75. ScarpU prof. riNtiorto, H. Liceo * MingbettJ , — Bifìogna. 

76. Hi^veri prof. Fruiieést'O, E. Uuivi-iriiità — Ptiiiotn. 

77. Sfarla prof. OiuKcppe, R. lsLìtuli> Tecnico — Hy^ggio Emilia. 

78. sicuro prof, Adolfo, R. Scuola Tecnica * Aloysio-luvara , *- Ktgsttid. 

79. Hoscblao prof. Carla, IL Liceo — Pt^saro, 

SO. Spinelli in^'. Miclielc, R. Scuola Tecnica — fìwrrt tti Pttglitt. 

81. Taran! prof. Modenthia, Ins. nelle RE. Scuoio Normali — Fara S* Mai'tiiti^, 

82. Tanelll prof. Andrea — i*ontremotÌ. 

83. Tallat! prof, (iloi^uiinl, lus, nei KR. JsUtatì Tecnici — Rùnuu 

84. Teiierojiì prof. Emilio, E. Istituto Tecnico — Farm. 

85. YeroQl^s^ aeuatore prof. (4ÌiLse|i]iep R. Università — Fadùta. 
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Italiani: 



Atti della li. Accademia di Bologna. 
Atti della lì. Accademia di Napoli. 
Atti del 11. Istituto Veneto. 
Atti dell'Accademia pontaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche (Torino). 
Giornale di Battagliui (Napoli). 
// Monitore Tecnico (Miluiio). 
// Nuovo Cimento (l^isa). 
La Eassegna tecnica (Messina). 



La Rivista tecnica (Torino). 

La Rivista tecnica italiana (Roma). 

La Scuola Secondaria Italiana 

(Milano). 
L'eco degli Ingegneri e Periti agri- 

mensori (Pesci a). 
Rendiconti del Circolo matematico 

di Pfdermo. 
Rivista agricola industriale (Roma). 
Rirista di Matematica (Torino). 
Rivista Marittima (Roma). 



Stranieri: 

American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American mathemalical Montldg (Ividder). 

Annaes scientificos de la Acade mia polyfechnica do Porto (Coinibra). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

Annales de la Facultad de Ciencias de Zaragoza. 

Archives de^ Mathématiques pures et appliguées Revue internationale 

trimestrielle (Liège). 
Bihliotheca matìiematica (Leipzig). 
Bulletin de la Société mathématique de France (Paris). 
Bulle! tin de la Société pltisico-mathématique de Kasan (Kasan). 
Bulletlin of the Ainerican mathemalical Societj/ (New-York). 
Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kliarkow). 
Gaceta de matemàticas elementnles. Vitoria (Spagria). 
Gazeta matematica (Bucaresti). 
Inter médiaire des Mathématiciens (Paiis). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker ì'ereinigung (Berlin). 
Journal de mathématiques élémenfaires par H. Vnibert (Paris). 
U PJducation mathématique par 1. Griess et H. Vnibert (Paris). 
U Enseignement mathém., rerue internationale par Laisant et Felir(ParÌ8). 
Mathematical Gazette (London). 
Nathesis (Gand). 

Memorias de la Sociedad cientifìra Antonio Alzate (Mexico). 
Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 
Noiivelìes annales (l^uis). 

Proceedings of the Loìidon mathematical society. 
Report of the National Museum (Wasbiììgton). 
Report of the Smithscnian Institution (Wasliiiìgton). 
Revue semestrielle des publicafions mathématiques (Amsterdam). 
The annals of mathematics (Cambridge-Massaclinsset). 
ITie Proceedings and Transactions of the Nova Scotian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Academy of Science (Anstin). 
Viadomosci mafematycznych (Warszawa). 
Vèstnik òpitnoi Fìsiki i elementarnoi Matemàtichi. IsdavaemiiN. A. Gher- 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odessa (Hnssia). 
Zeìtschrift fiìr math. und naturtrs. Unterricht (Leipzig). 
Wiskundig Tijdschrift (Rotterdam). 
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IT CONtfSESSO INTERNAZIONALE DEI MATEHATICI 



SOTTO LALTO PATRONATO DI S. M. IL RE 



Dal 5 al 12 aprile ha avuto luogo in Roma l'annunziato congresso 
internazionale dei nfiatematici. Sia per il nnniero e la qualità degli 
intervenuti, sia per la quantità ed il valore delle comunicazioni, esso 
è stato di un'importanza veramente eccezionale. 

Presero parte ai lavori del Congresso circa 550 scienziati, accom- 
pagnati da circa 180 signore. Tutti i paesi più dotti coinè la Ger- 
mania, l'Inghilterra, la Francia, gli Stati Uniti erano largamente 
rappresentati dai più insigni cultori della scienza, ed anche gli altri 
paesi come la Russia, la Grecia, la Svizzera, il Belgio, il Giappone 
erano degnamente rappresentati. 

Il Comitato organizzatore, composto del senatore Blaserna, pre- 
sidente, del prof. Castelnuovo, segretario generale, del prof. Reina, 
tesoriere, e dei profF. Cerruti, Di Legge, Pittarelli, Tonelli, Vol- 
terra, aveva con una attività e diligenza mirabili, curando i più 
minuti particolari, tutto predispósto affinchè le accoglienze agli il- 
lustri oppiti stranieri fossero degne dei medesimi e della città caput 
mundi. Ed i loro sforzi fnrono coronati dal più lusinghiero successo, 
perchè tutti gli scienziati esteri espressero ripetutamente ai colleghi 
italiani la loro soddisfazione per le accoglienze ricevute, ed intìne 
l'illustre prof. Darboux nell'ultima seduta si fece iiìterprete dei senti- 
menti di tutti, rivolgendo un caldo ringraziamento a coloro che 
avevano cooperato alla riuscita del Congresso, cominciando da S. M. il 
Re e terminando ai giovani studenti che avevano coadiuvato il Co- 
mitato organizzatore in luogo di impiegati. 

Sede del congresso fu il palazzo della R. Accademia dei Lincei, 
già Corsini; certamente non si poteva trovare in Roma un locale 
più adatto sia per la bellezza e comodità degli ambienti, sia per le 
tradizioni di quella illustre Accademia. Unico inconveniente era l'ubi- 
cazione un po' eccentrica e lontana dalle linee tramviarie. Ma anche 
a togliere questo inconveniente il Comitato aveva provveduto, met- 
tendo a disposizione dei congressisti nelle ore delle sedute un ottimo 
servizio di omnibus e vetture automobili. 

Crediamo far cosa grata ai nostri lettori, pubblicando la cronaca 
dei lavori compiuti dalle 4 sezioni del congresso, e più particolar- 
mente e con maggiore ampiezza di quelli compiuti dalla quarta 
sezione, destinata alle questioni filosofiche, storiche e didattiche. 
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Non solo per la eccelsa somma di cognizioni da voi complessiva- 
mente rappresentate, nella quale mi e grato constatare che la terza 
Italia non sia quantità trascurabile, ma altresì per la più vasta idea 
dalla vostra riunione adombrata. 

Nei tempi passati, quando ancora le spat^se membra della patria 
eirano a ricomporsi ad unità, avvenivano convegni di scienziati in 
questa o in quella città, e gli eletti colà riuniti, nel mentre prende- 
vano ad argomento visibile quel ramo dello scibile che piii propria- 
mente a loro competeva, coglievano occasione del felice incontro fra 
uomini di varie regioni, per cementare, affermare, ordire quella unità 
che al disopra delle varie evocazioni era in cima ai loro pensieri. 

Partivano col cuore rinfrancato da quella fraterna comunione, col 
pensiero più nitido intorno all'opera comune a loro incombente; le 
multiformi discipline scientifiche così concorrevano a predisporre, 
costituire, rafforzare il patrio organismo: era una grande, una bella, 
una nobile idea che sovrastava ai vail rami della scienza per unirli 
imtti nella formazione di una coscienza nazionale. Oggi, qui in Roma, 
Capitale dVItalia, più alti fini aspettano da voi opera e sanzione. Non 
sono più gli scienziati di un Paese, radunati in una comunità di aspi- 
razioni circoscritte da frontiere; sono gli scienziati del Mondo intero 
che, nella rappresentanza dei vari popoli, dei vari intelletti, delle 
varie cognizioni, s'incontrano, si uniscono in nome della scienza per 
la formazione non più di una coscienza nazionale, ma di una coscienza 
internazionale. I vostri lavori si rivolgono alla ricerca di un solo 
vero, sebbene si possa esprimere in molte lingue; e questa mirabile 
camera di compensazione per scambiare i valori scientifici è una delle 
armi più potenti per abbattere le frontiere, distruggere le antinomie, 
calmare gli odi, rinfocolare gli affetti fra le genti. È preludiare a 
quella fratellanza universale, che la scienza conosce ed intuisce, la 
politica oggi ignora e sospetta. 

In nome di quella idea di pace e di civiltà, in questa storica sala, 
in presenza della più Alta Rappresentanza della Nazione, qui tra voi, 
uomini insigni, esempio singolare di scienza e coscienza, Roma a voi 
tutti delle regioni Italiche, delle regioni Estere, dà col cuore l'augu- 
rale saluto. 

Dopo il Sindaco, prende la parola il Presidente del Comitato or- 
ganizzatore del Congresso, Prof. Blasebna: 

Sire ! 

A nome del Comitato Ordinatore di questo Congresso, a nome della 
R. Accademia dei Lincei, che ne assunse la Direzione, ringrazio V. M. 
di avere accettato l'Alto Patronato e di avere voluto onorare col- 
l'Augusta Sua presenza questa nostra prima riunione. 

V. M. ha voluto così provare, una volta di più, quanto Le stiano 
a cuore le scienze e le arti del nostro paese, e come il Suo cuore 
batte all'unisono con quello della nazione in tutte le più nobili e più 
elevate sue manifestazioni. 

Signore e Signori! 

Chiunque coltivi una scienza, s'accorge facilmente che due cultori 
della stessa materia, anche se lontani e appartenenti a nazioni di- 
verse, sono più vicini fra di loro, che altri due cultori di scienze di- 
verse anche se vivono nella stessa città. 
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Questo concetti) Im creato nei secoli scorsi quella ammirabili coi- 
rispondeiize fra BEcienziiiti stranieri, in cui si comunicavano a vicendft 
i risultati delle loro indagini. Le comunicaKioni erano rare, giorimli 
scientìfici internazionali non esistevano, ed erano le corrispondeuze 
private che servivano a colmare la grave lacnna. 

Oggidì lo stesso concetto ha creato i Congressi Internazionnli di 
nna sola scienza, Congressi che ebbero e Imnuo un benefico infliisau. 
Eli anche la Matematica ha sentito tale influenza. Il primo Congresso 
Internazionale di matematica ebbe Inogo a Zurigo, poi con periodo 
regolare di quattro in quattro anni, a Parigi, ed a Heidelbeig. A 
questo ultimo, nel 1904, la R. Accademia dei Lincei, che ho 1*01101 e 
di presiedere, fece col mezzo del suo distintissimo Socio prof, Volterra, 
la proposta che il prossimo Congresso di matematica si riunisse u 
Roma, e tale proposta fu accolta con molto favore, 

L'Accadeniia si costituì in Comitato ordinatore, co! mezzo delle 
sue sezioni di matematica e di meccanica, alle qnali aggiunse l'egregio 
Rettore delTUiiiverBità e alcuni liistinti professori» nonché la Presi- 
denza del Circolo matematico di Palermo, che sotto la potente ini- 
ziativa del prof, marchese Gnccia ha acquistato valore nazionale ed 
anche internazionale. 

L'idea ebbe subito molti fautori; Tonor. Ministro della PnbbhcQ 
Istruzione valle mettersi alla testa del movimento, ed i suoi colleghi 
di Agr, Ind. e Comm. e del Tesoro proposero, alla loro volta, che il 
Congresso fosse non solo di matematica pura, ma anche dì matema- 
tica applicata. Ecco ce me nacque questo Congresso. 

Oggi stesso ci ritireremo al palazzo dell'Accademia per lavori 
tranquilli e sereni; ma io devo un caldo ringraziamento all'egregio 
Sindaco di questa città per la nobile iniziativa da lui presa col voler 
salutare la grande riunìoria da questo classico colle, che rispecchia 
tanta grandezza e tante speranze della nostra patria. 

S. E. il Ministro della P. L pronuncia un discorso che qui ripro- 
duciamo in sunto; 



Nel nome del Governo porgo a quanti sono qui convenuti, illustri 
cultori delle scienze matematiche in ogni Nazione civile, il saluto 
ben eaugurante dell* Italia. 

Un 36 ti ti mento di alta idealità sci en tifica e civile vi ha fatto so- 
spendere le asì^idne ricerche individuali, per recare il contributo della 
vostra sapienza ad un compito collettivo, che mira all'assunto gene- 
rale e al progresso speciale delle vostre discipline. Il convegno vostro 
otterrà nella bella armonia dei risultati, che con energie concordi 
saprete conseguire, il suo premio adeguato. 

Queste rassegne teniporauee di comune lavoro rispondono alle più 
profonde esigenze del sapere moderno. Quanto più apparisce urgente 
e impellente la necessità della divisione del lavoro scientifico, per 
cui pare sia sempre inadeguata ogni piìi fervida attività intellettuale, 
rivolta a conseguire anche solo una parte e, quasi si direbbe, un fram- 
mento di verità; d*altro lato il nostro spirito anela alhi conquista 
unitaria del sapere, e solo nella unità della verità riconosce e sente 
lo sforzo supremo dell' in tei letto umano. 

Tale esigenza — prima che da ogni altro gruppo di scienze — è 
stata avvertita dalle matematiche, cosi nel conseguire e nel mante- 
nere il proprio ordine rispetto alle altre discipliue, come neirani marie 
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e orientare — con luce perenne di infaticate ricerche — il loro in- 
terno progresso. 

La matematica è tale scienza che il solo riconoscere il posto che 
le spetta si accompagna ad un ampio allargarsi dell'orizzonte men- 
tale. Platone, che costruisce la più seducente armonia di idealità che 
sia mai fiorita nella mente e nel cuore dell'uomo, glorifica la mate- 
matica come una divina musica di proporzioni; i Romani, che cemen- 
tano la più granitica struttura giuridica dell'ordinamento civile, con- 
sacrano nelle loro leggi essere l'apprendimento e l'esercizio dell'arte 
matematica di pubblico interesse e decoro ; Dante, che è matematico 
nella concezione del poema immortale, si paragona nella ricerca di 
sublimi verità al geometra 

che tutto s'affigge 

per misurar lo cerchio, e non ritrova 
pensando, quel principio ond'egli indige; 

Leonardo, che nel cuore del rinascimento scruta con occhio acuto e 
con sagacia, che tuttora pare miracolo, le incognite della natura e 
della vita, dichiara * essere le scienze tanto più vere, quanto più 
s'informano ai metodi matematici,; Galileo, che 

. . . airAnglo che tanta ala vi stese 
sgombrò primo le vie del firmamento, 

considera tutta la natura come un libro i cui caratteri sono scritti 
con segni geometrici, e la geometria ** maestra dell'onesto acquistare 
l'utile, il dilettevole, il bello, il buono „; Newton, Cartesio che creano 
la geometria analitica, il calcolo infinitesimale; Emanuele Kant — dalla 
cui critica demolitrice di fantasmi dogmatici rifiorisce tutta la filo- 
sofia moderna — tutti affermano il principio che *^ una scienza della 
natura è scienza solo in quanto è matematica „. 

Ma in questi nomi — che segnano punti significativi della traiet- 
toria del pensiero umano — non è che un riflesso e una proiezione 
di ciò che è stato lo sviluppo interno delle scienze matematiche per 
opera di chi vi dedicò di proposito tutta la vita. Poiché le scienze 
matematiche presentano di secolo in secolo tale un accrescimento 
ininterrotto e disciplinato, che nessun altro gruppo di scienze potrebbe 
vincerle nel paragone. Persino le pause apparenti non sono che un 
concentramento dinamico delle conquiste future. 

Leonardo aveva scritto: dove si grida non è vera scienza, perchè 
la verità ha un solo termine, il quale essendo pubblicato, il litigio 
resta in eterno distrutto, e se esso litigio risurge, è bugiarda e con- 
fusa scienza e non certezza rinata. 

Giova ricordare, per comprendere l'evoluzione della scienza, il 
pronto fecondarsi dei primi germogli delle matematiche, quali scienze 
astratte, nella zolla storica dèlia intellettualità greca. Non è senza 
un profondo significato che un popolo, il quale diede al mondo un'arte 
che parve il tipo ideale della perfezione, ebbe anche — e pur nella 
decadenza — un fiorente periodo di ricerche matematiche. 

Giova ricordare l'Italia dei Comuni e del rinascimento, coi nomi 
del Fibonacci, del Tartaglia, del Ferro, del Ferrari e di tanti e tanti 
altri, che preparò di conserva col maturarsi storico di nuove esigenze 
spirituali e sociali il rifiorire della scienza. Dopo Fibonacci, già da 
noi due correnti si manifestano, l'una che si afferma con gli studi di 
dottrina pura, e l'altra con quelli di studi applicati ai commerci, nei 
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quali ritalìa traeva ragione delle sue rinnovate fortune. E cob] sor- 
geva la partita doppia con Luca Paciolo e la sua scuola fioreril^e di 
aritmetica comnierciale* 



Signori^ 

Facendo Tatigurio che il fervore dei vostri lavoii doni ad ognuno 
di voli a congresso compiuto, il conforto di moltiplicate energie — e 
son già tanto graniii — da spendere in servigio della missione scieii- 
titìca che COSI altantente vi onora, lasciate die io vi esprima il voto, 
come Ministro degli Studi, che dalle vostre discussioni maturino anciie 

fernìi preziosi di opportuni suggerimenti a quanti hanno a cuore 
incremento della scuola itunlerim quale abbiamo debito di offrire, 
come frutto dei nostri propositi pili tenaci e alti, alle giovani gene- 
razioni, 

L'Italia per tradizione mai interrotta onora i vostri studi. Ormai 
non v*è persona colta Ja quale non sappia -- lo dirò con nobili pa- 
role di Luigi Cremona ^ che " quaud'iìnche un'esperienza »ecolai*e 
non ci amnmnisse che le piii astratte teorie matematiche sortono in 
un tempo più o meno vicino applica?:]oni prima neppur sospettate; 
quand'anche liou ci stesse itmanzi al pensiero hi storia di tanti il- 
lustri clie senza mai desistere dal coltivare la scienza pura furono i 
pili efficHci promotori della presente civiitii; questa scienza è degna 
che voi J'aiuiute; tante sono e così sablimì le sue bellezze, ch'essa 
non può non esercitare sn le generose e intatte anime un'alta influenza 
educativa alla serena e inimitabile poesia delhi verità ^, 

Queste belle parole die Luigi Cremoim promiuziava nell'Ateneo 
di Bologna dieci anni prima che Koma fosse nella storia — come già 
era nel cuore dì o^^ni italiano — Capitale d'Italia, ancora oggi espri* 
mono una così nobile voce di fede, che ben suonano in Roma italiana 
al cospetto del He assertore e cultore nobilissimo degli studi e degli 
ideali moderni, e al cospetto degli scienziati del mondo civile, qui 
convenuti per il progresso delle loro alte dottrine. 

Il Prof, Volterra legge poi il suo discoi-so: Le maiemnUch^ in 

Italia nella seconda metà del secolo XIX, 

Egli incomincia dal l'i evocare il periodo del risorgimento itali ajio 
e quello che immediatamente lo segni, nel quale tutti gli studi ita- 
liani si rinnovarono. Farla principalmente ili Cremona, Betti, Briosclii, 
Fergola, Battaglini, e fa un confronto fra lo stato delle matenmticlie 
nella prima e nella seconda meta del secolo XIX, Esamina poi le 
diverse scuole matematicìia che fiorirono in Italia» iucomiucinndo dal 
parlare del Betti e de) Beltrami e degli studi di tisica matematica e 
meccanica. Passa poi alla teoria delle funzioni, e ricorda ì rapporti 
fra ì matematici italiani e stranieri, tra cui Weierstrass, Rienmnn, 
Mittag^Leffler, Klein, Poincaré, Picard, Noether e molti altri. Con- 
sidera poi l'opera del Dini come iniziatore in Italia degli stndì sui 
fondamenti del calcolo; e per ultimo parla delle ricerche geometriche 
di varia natura di cui s'oconpairono i matematici italiani, Pruince ri- 
cordando gli studi di Storia delle Matematiche e la gnnidc pubbli- 
caziojie delle optjre di Galileo l'atta sotto gli auspici di H, M. il Re, 
e si augura che gli studi matematici in Italia seguitino nel loro ar- 
monico sviluppo. 
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SEDUTE PLENARIE. 
Prima sedata plenaria - Lnnedì 6 aprile 190S (ore 15 - 16,45). 

Il Presidente del Comitato organizzatore, aperta la seduta, invita 
l'Assemblea a nominare il Presidente del Congresso. Per acclama- 
zione viene eletto lo stesso Presidente del Comitato organizzatore, 
Prof. Blaserna. 

Questi, ringrazia l'Assemblea, propone che la Presidenza venga, 
insieme a lui, così costituita: 

Vice-Presidenti: Cerruti, D'Ovidio, Forsyth, Gordan, Jordan, 
LoRENTZ, Mertens, Mittag-Leffler, Newcomb, Vassilief, Zeuthen. 

Segretario Generale: Castelnuovo. 

Vice-Segretari: Fano, Reina. 

Segretari aggiunti: Borel, Barnes, Hadamard, Holgate, Erazer, 
Phragmèn, Schlesinger. 

Queste proposte sono tutte accettate dall'Assemblea. 

il Segretario Generale comunica che l'Accademia Reale di Scienze, 
Lettere e Belle Arti del Belgio invia al Congresso i suoi migliori 
auguri e voti. 

Comunica altresì che il Comitato delle Onoranze a Torricelli nel 
salutare i congressisti si augura di averli Ospiti a Faenz», all'epoca 
delia Commemorazione del grande Scienziato. 

Presenta infine i libri inviati al Congresso dagli editori Loug- 
mans e G.^ e Teubner. 

Il Prof. Seqre, anche a nome dei Colleghi Noethek e Poincaré, 
legge la Relazione sul concorso alla Medaglia Guccia. A questo con- 
corso furono presentate tre Memorie; ma la Commissione, pur tribu- 
tando loro elogi, ritiene che a nessuna di esse possa venir conferito 
il premio; e, esaminati invece i lavori che, senz{# essere stati pre- 
sentati al concorso, furono tuttavia pubblicati sull'argomento che era 
oggetto del concorso medesimo e nell'epoca durante la quale tale 
concorso rimase aperto, viene unanime alla conclusione di assegnare 
il premio al Prof. Francesco Severi per i suoi lavori sulla Geometria 
sopra le superficie algebriche. 

Il Prof. Segre consegna quindi la Medaglia Guccia al Prof. Severi. 

Il Prof. Mittag-Leffler tiene poi la sua conferenza: Sur la re- 
présentation arithmétique des fonciions analytiques générales d^uue va- 
riahle complexe. 

Segue la coììferenza del Prof. Forsyth: On the present condition 
of partial differential equations of the secoud order as regards formai 
integration. 

Vengono eletti Presidenti per la seduta successiva Newcomb e 
Jordan. 

Seconda seduta plenaria - Martedì 7 aprile (ore 15,30 - 17). 

Il Presidente Prof. Newcomb apre hi. seduta e dà la ])arola al 
Prof. Darboux per la lettura della sua conferenza: Les méthodes et 
les prof)lèwes de la geometrie iììfinitésimide. 

Dopo questa brillante lettura, il Prof. Newcomb cede la presidenza 
al Prof. Jordan; e il Prof, von Dick legge la sua conferenza: Ueber 
die mathematische Encyklopàdie, 
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Anche questa proposta è approvata con vìvi applausi. 
Il Prof. Conti presenta ja seguente proposta: 

" Il Congresso fa voti che all'Ordine del giorno del prossimo Con- 
** gresso sia posta la costituzione di un'Associazione internazionale 
** dei Matematici ». 

La proposta è approvata. 

Il Prof. D'OcAGNB fa la seguente proposta: 

" Il resulto de l'échange de vues, qui a eu lieu dans la Section III-b, 

* qu'il serait hautement désirable de provoquer une entente de plus 
** en plus étroite entre ceux qui s'occupent de perfectionner les mé- 
*^ thodes mathématiques et ceux qui ont besoin de les appliquer à 
" un objet pratique. 

" A cet effet la Section émet le voeu que les mathématiques ap- 
** pliquées à la Science de Tlngénieur fassent, au prochain Congrès, 

* l'obiet d'une Section speciale. 

" En outre, la Section III-b propose la constitution d'une Com- 
" mission internationale chargée de préparer les travaux de cette 
** nouvelle Section. La composition de cette Commission internatio- 

* naie sera lìxée par le bureau du IV®"® Congrès „. 

Anche questa proposta è accolta a voti unanimi. 
Viene presentato il seguente ordine del giorno approvato dalla 
Seziono IV nella sua seduta del 9 corrente: 

" Il IV Conjiresso internazionale dei matematici in Roma consi- 
^ dora come questione di massima importanza per le scienze mate- 
" matiche pure ed applicate la pubblicazione di tutte le opere di 
- Eulero. 

** 11 Congresso saluta con riconoscenza l'iniziativa presa in pro- 
*" posito dalla Società dei Naturalisti Svizzeri, e fa voti che la grande 
*" opera sia eseguita dalla Società stessa colla collaborazione dei ma- 
" tematici dello altre Nazioni. 

* 11 Congresso prega l'Associazione internazionale delle Accademie, 
** e specialmente le Accademie di Berlino e di Pietrobugo, delle quali 
*^ Eulero è stato celeberrimo membro, di aiutare l'impresa di cui è 
** parola „. 

Il Presidente dichiara che, ove quell'ordine del giorno sia appro- 
vato, egli porterà la questione alla riunione dell'Associazione inter- 
nazionale delle Accademie, che si terrà l'anno venturo in Roma. 

Darboux osserva che la questione fu già discussa in altri Con- 
gressi, ed anche nella recente riunione di Vienna dell'Associazione 
delle Accademie. Il voto troverà perciò probabilmente un terreno già 
propizio. 

Dopo di ciò l'ordine del giorno è approvato a voti unanimi. 

Riguardo alla pubblicazione degli Atti del Congresso, il Presidente 
ricorda ch'essa doveva farsi per cura del Circolo matematico di Par 
lermo e sotto la direzione del Direttore dei Rendiconti Prof. Guccia. 
Disgraziatamente in seguito ad uno sciopero degli operai tipografi di 
Palermo, che ha portato per un tempo indeterminato la disorganiz- 
zazione della tipografia adibita alle pubblicazioni del Circolo stesso, 
il Prof. Guccia, quale Delegato del Circolo al Congresso, gli ha scritto 
che questa Società trovasi nell'impossibilità di provvedere alla pub- 
blicazione degli Atti. Il Presidente aggiunge che la detta pubblica- 
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zione avrà luogo in ogni modo per cura del Comitato organhmlove 
del Congreaso, E pertniito, dopo la cliiusuia del Congresso, tutti i 
manoscritti da inserirai negli Atti dovranno essere inviati al Segve^ 
tario G entrai B del Congresì^o. 

Dovendosi om designare la Sede ed epoca del V Congresso in- 
ternazionale dei Matematici, il Prof» A. IL Forsyth, ricordando il 
desiderio ^ià espresso a Heidelberg dal Prof. Greìnhill, e favure- 
yoiinente accolto dalTAsseniblea, che tale Congresso avesse a tenersi 
in Inghilterra, fa formale proposta ch'eseo si tenga a Cambridge nel 
1912; e ciò a nome della Catnhridg^ Philosopincal SocìéIì/^ che ^Ì in- 
caricherà della preparazione del Congresso, Ciò è pur» desiderato 
dalla London Malli emaìlcal Socìdi/ e da molti ni a tematici Inglesi, 
Scozzesi, Irlandesi. 

Qnesta proposta è caldamente appoggiata dal Presidente ed è ap- 
provata dairAaseinblea a voti nnanimi e con vivi applatmi. Dopo di 
ciò il Prof, FoRsvTH soggiunge: 

* Ringrazio qnesto Congresso per l'onore fatto a Cambridge, accet- 

* tnndo rirtvito ili quella Società tilosotìca. La riunione avverrà nel- 

* l'agosto 1912: vnrrete permettere al Comitato esecntivo, vUe si 

* formerà, di stabilire la data esatta entro detto mese* Cojisentitemi 
" ìntaiitot di assienrnrvi che faremo tntto quanto starà in nui per 
** prò nino vere gT In ter essi scientifici del tJongresso ». 

Il Prof, Mittag-Leffleb pronuncia te seguenti pnrole: 

* Datm ma qnalitó de mathéniaticien Snedois et de rédaeteur en 

* chef dea Acta miìtìmnutien^ j*ai T insigne lionnenr d'invi ter le Con- 
" grès Intermitioinil dea Ma t Ilenia ticiens à se remi ir à Stockhulm 
•* en 1916 ,, 

•* Mon ungnst Souveraiii, le Rei Gustave^ m'a graeieusenient contìé 
^ la e barge d'expiinier un Congres qu'Il serait prét à le pi end re soas 
" Son lumt patroinige dans le cns qne le Con grès se décide a se rénnìr 

* à iStockholin, et qu'Il le salnerait avec plaisir le bienvenn diins sa 
" belle capitale „, 

** Noiis antres mathématiciens Snédois nona nona estimeriotm lien- 

* renx autant qn*honarés, si le Congiès voulait accepter notre ìnvi- 
** tntion, et nona ferons tout ce qni esten notre ponvoir pour rendre 
** le séjonr des membres dans notre paya aussi agreable et aussi ìw- 
" strnctif que possi ble ^. 

Il Presi de [ite dichiara che nna deliberazione su di ciò noT» potrà 
prenderln. clitj il prossimo (VJ Congresso; ma che questa proposta 
verrà l esitimi mente inserita negli Atti del Congresso attuale, e viva* 
meni e racco rinin data al CongrtiSBo futuro. 

HADAMAft!) Bottopone al Congresso un suo voto personale: 

* Convinto deirntilità del riavvicinamento tra la Matematica © la 

* Fisica; convinto altresì che questo riavvicinamento non sia ancora 
** cosi intimo cmne sarebbe desiderabile; emette il voto cha in avve- 
■ ni re wi coiivocliino possibilmente insieme i Congressi ìnternazionati 
" di Ma tema tini e di Fisica „. 

Con ciò non vnole tuttavia ìnflnire sulle deliberazioni già prese. 
L'Assemblea si associa a questo voto. For.syth avverte che a Cam- 
bridge il voto sarà, per quanto possibile, attuato. 
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Il Presidente, dichiarando chiuso il Congresso, porge a tutti i 
presenti un caldo saluto. Ringrazia gli intervenuti che col loro va- 
lore e col loro numero hanno conferita tanta importanza al Congresso, 
ed è sicuro che questa riunione scientifica lascierà una profonda traccia 
nella scienza, e contribuirà a rafforzare la solidarietà e la feconda 
armonia fra i cultori di essa. 

Il Prof. Darboux e sicuro di interpretare il sentimento di tutti i 
Congressisti, rivolgendo i più caldi ringraziamenti a tutte le Auto- 
rità e alle persone che hanno contribuito a rendere così importante 
il Congresso che oggi si chiude. Egli prega il Presidente di ringra- 
ziare anzitutto S. M. il Re ^er la nobile prova di interesse alla Scienza 
che S. M. ha voluto dare intervenendo alla Seduta Inaugurale. La 
sua gratitudine si rivoUe poi aS. E. il Ministro della Pubblica Istru- 
zione, al Sindaco e al Rettore dell' Università per le festose acco- 
glienze che hanno voluto fare ai Congressisti. Ringrazia anticipata- 
mente il Sindaco di Tivoli per la cortese ospitalità che si propone di 
esercitare domani. Ringrazia infine r Illustre Presidente, il Segretario 
Generale, e gli altri componenti l'UfiScio di Presidenza che seppero 
così bene organizzare il Congresso; nonché tutti gli impiegati e addetti 
airufficio di Segreteria per la loro costante cortesia e sollecitudine. 

L'oratore è calorosamente applaudito. 



Sezione I. — Aritmetica, Algebra, Analisi. 

Introduttori: Arzelà, Capelli, Pascal, Pincuerle. 
Segretario: Amaldi. 
Segretario aggiunto: Galvani. 

Prima sedata • Martedi 7 aprile 1908 (ore 9,15 - 11,15). 

Il Prof. Arzelà, a nome degli introduttori della Sezione, rivolge 
agli intervenuti il saluto augurale. Indi, su proposta di lui, la Sezione 
nomina Segretari Amaldi e Galvani e Presidente della seduta odierna 
Jordan. 

Vengono quindi presentate e svolte le seguenti Comunicazioni: 

1. Gordan, Die Auflósung der allgemeinen Gleichung 6,^^^ Grodes. 

2. Zermklo, Ueber die Grundlagen der Arithmetik und Analysis, 

3. BoREL, Sur les principes de la théorie des ensembles, 

4. RiESZ, Stetigkeitshegriff und abdrakte Mengenlehre, 

5. Frjzell, Die Mìichtigkeit des Kontinuums. 

Seconda sedata - Mercoledì 8 aprile (ore 9,15 - 11,15). 

Presidente: Jordan. 

Vengono fatte le seguenti Comunicazioni : 

1. KoEBE, Ueber eia allgenieines Uniformisiernngsprinzip, 

2- BouTROux, Sur V inversion des fondlons entières. 

3. Petrovich, Une classe remarquable de séries entières. 
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4. FiNcHERLE, Akune spigùlaim-B nel campo delU funzioni delerminanìi 

5, YouiìG, On some appllcathus of semi-continiious Ftindiom* 

Il Presidente dà quindi la parola al Prof, Marcolongo, il quale 
comnieinom con affettuose parole la signorina DolL Laura Pisati, 
morta nel tiore degli anni il 30 marzo n. s,, mentre sì preparava a 
recare a questo CougresHO il suo contributo coti la Cuniunicazione 
iscritta o^gì ueirordino del giorno: * Saggio di una leoria sintetica 
delle funzioni di variabile complessa ,. 

lutine, su proposta del Prof, Jordan, viene acclamato a Presi- 
dente per Ja seduta seguente A* lì* Forsyth. 

Teresa velluta - (Jlore^ 9 aprile (ore 0,t5 - 12), 

Presidente: A. B. Forsyth, 

Vengono svolte le seguenti comunicazioni: 

L Hadamard, Sur l'application d'une méihùde tk Caleul tUs Variaiiom. 

2. ScHLESiNOER, Shv queUpies prùblèmes paramétriques de la théorie des 

équaiions dìfferenliellm linéaires. 

Su questa Comunicazione prende la parola Hadamaro. 

ScHLESiNUER fa oniRggio al Congresso delle sue Vofiemnffeu iìber 
lineare Piffermiialgleichuiigen (Leipzig, 1908); del che il Presidente 
lo ringrazia. 

3. Rkmoundos, Sur les zéros desi intégrales d'une classe dVquations dif- 
férentiellea* 

Ha DAMA HD aggiunge su ciò qualche osservazione. 

4. Pick, Vdm- die iJi/fereniMgleickung deyhppergeonietriìfchm Funìdion, 

5. Haltvkow, Sur Vexlsienee des itìitgrtdfs compiei es de S. Li e et le 

perfeclionnenwfd de la mélhode de Jacobi ditm^ la théorie des èqua- 
tions partieUes, 

6- Lalesco, Sur les soluUons anahjtiqufs de Véquaiton ^=^^" 

7. Volterra^ Sopra il metodo delle immagini nelle equazioni del tipo 
ÌprròoUco\ 

Suirargomento ba luogo nna discussione fra H a damabd e Volterra. 

S. ZéBVos, Sur la corrertpùndenre entre les tìuories tì^ integration des 
équationtf aux dérivées pariieiks du prmnier ordre et d'integration 
tfes sy^ftèmesf de Monge. 

Su proposta del Presidente, l'Asseniblea acclama come Presidente 
per la seduta successiva il Prof. Mittag-Leffler- 



Quarta *iediita ■ Venerdì 10 aprile (ore 9, 15 - 12.35), 

Presidente: Pascal, essendo assente Mittag-Leffler, 

Vengono svolte le seguenti coniunìcazioni: 

1. MooitE, On a form of general analgsiSf with application to differen* 
Hai and integrai t^qUidions, 

2. Fredhulm, Les intégraies de Fourier et la théorie dfs équaiions in-' 

t ègra les lineai reti. 
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3. D'Adhemar, Sur les équations intégrales de M. M. Fredholm et 

Volterra. Ì 

4. Orlando, SulV integrazione delle equazioni integrali. i 

5. Pascal, Sulla nuova teoria delle forme differenziali di ordine e grado 
qualunque, 

6. Sthephanos, Sur une extension de la théorie dea covariante et inva- 
riante des formes binaires. j 

7. Montessus, Sur les relations de recurrence à troia termes. j 

8. PucciANO, Contributo alla critica di alcune questioni che si riattac- \ 
cano aW equazione differenziale di Laplace. ' 

Per la seduta successiva è acclamato Presidente il Prof. Moore. 
di Chicago. 

Quinta sedata - Sabato 11 aprile (ore 9,15 - 12). \ 

Presidente: Moore. 

Vengono svolte le seguenti comunicazioni: 

1. Capelli, Sopra i coefficienti degli sviluppi delle funzioni algebriche. 
Sull'argomento prende la parola il Prof. Pincherle. 

2. Nicoletti, Riduzione a forma canonica di un fascio di forme bilineari 
quadratiche. 

3. FuBiNi, Sulla teoria dei gruppi discontinui. 

4. DicKsoN, On the last theorem of Fermat. 

Questa comunicazione viene letta dal Presidente. 

5. Levi, Sopra la equazione indeterminata del 5® grado. 

II Moore afSda la presidenza al Prof. Capelli, che invita gli altri 
Congressisti inscritti all'Ordine del giorno a leggere le loro comuni- 
cazioni. 

6. Frattini, La nozione d^indice e l'analisi indeterminata dei polinomi 
interi. 

7. Severini, Sulle successioni infinite di funzioni analitiche. 

8. Zarembo, Sur le principe de Dirichlet. 

9. BoGGio, Sulla risoluzione di una classe di equazioni algebriche che 
si presentano nella matematica finanziaria ed attuariale. 

Il Presidente comunica e presenta il seguente lavoro : 

10. Autonne, Sur les fonctions homogènes (Tune variable hypercomplexe. 

Esaurito così l'Ordine del giorno, il Presidente nel dichiarare 
chiusi i lavori di questa Sezione, rileva con vivo compiacimento la 
copia, l'elevatezza, e l'importanza delle comunicazioni qui svolte. 



Sezione II. — Geometria. 

Introduttori: Bianchi, Segre. 
Segretario: De Franchis. 
Segretario aggiunto: Amoroso. 



j 
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Prima Hetlutii - Mjirtedl 7 astrile 190§ (ove d - li}. 

n Prof, Skoke, nnrlie a nome del Prof. Bjakchi, l'ivolge un saluto 
ni Coììgrernhiì ^itniuieii, e propone rinvìo dì lìti tf le^i ìutinia di auguri 
al Pnif, Ueye, ciò che « approvnto per iicelanmzione. La Sezione iio- 
inina a segretario il Pi'oK Dk Franchis 6 a segietario aggiunto il 
Doti. Amoroso, ^u proposta del Fruf. SkcjuI': viene nouiinato presi- 
dente delia sednta odierna, per acelaniaiiitMje, il PioL ZKtfTHEN. 

Untino Inogo le eo ni uni cagioni seguenti : 

1. Anorade, Le ihéarème d* Ampère- Slockes el le podttlnfum iTEnHaìt. 

2. VaiìK'ak» Jhitrng zur ntvht-eukliiilsrhen mu(ìtjiht*hen GtomHrk. 

3. Zeuthi^n, Un errmple iCune correspomìmicr ì^^tns *" Wrrtkigkeit „, 

4. M0HTK8AK0, Sui complessi Inlinfari di coniche Hello rpitZiQ. 

Qnest'nUinia conrinrìicaziene viene letta djtl Prot Maecolongo. 
811 propost 11 del Presi de ti te si elegge Preside»» te per la seduta 
suceeasiva il prof. Dabboux. 



Seconda sedala - Mercoledì S aprile (ore 9-11). 

Presidente: Darboux. 

Hanno luogo le segneuti cotnunieazioni : 

L SiìVERi, Di alcuni recenti riÉuUati nella geometria algtbrica e di 
ùitalcìte problema ad ema collegato. 

2. Bagnerà, iSopra le equazioni aìf^ebriche f(x, z, y)^^0 che $i pmsoftù 
riaohere con x, \% z, funzioni meromùrfe quadruplammfe periodiche 
di due parametri, 

A proposito di questa comunica do ne, prende la parola il Prof* En- 
AiguES, rallegraudofcsi dei risultati ivi accerniati. 

3. De Franchis» Inforno allt superficie regolari di genere uno che am- 

mettono una rappresentazione parametrica mediante funzioni iperel- 
IHtiche di due argomenti. 

4. BiAMCHit Sulle trasformazioni di Daròoujc delle superficie d^area 

minima. 

Sopra questa comunica^Kione prende fu parola il Prof, Daeboux, 
esponendo alcune sue cousidera^ìoui ed alenai suoi risnltuti> 

5* Rados, Ueber Weftdeiangentenebenen der Jiaumhtrven, 

Vengono eletti, per acclamazione, Presidenti per la seduta siìc- 
eessìva i Professori Noetuer e D'Ovioio. 



Terza sedata - (tioreiH U aprile (ore 9 - 11,15^ 



Presidente: Prof, D'Ovidio, 

Si leggono le seguenti comunicazioni: 

Pankelu, Sopra un carattere delle rarietà algebriche a tre dimensioni, 
DmoKLùBY, Aur Erzeugung der Kegelsehnitte nach Braikenbidge 
und Maclaukin* 
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Assume poi la presidenza il Prof. Noether, e si leggono le co- 
municazioni : 

3. FiNSTERBUSCH, Uebev Ericeitenuìg eines Schliessnngsproblews von 
7. Steiner und ihre Beziehuvg znr Gauss' schen Theorie zentriefier 
Linsensysteme. 

4. Gallucci, Su la configurazione armonica. 

5. Bruckner, Bemerkungefi zur Morpìiologie der aussergewohnglichen 

Polyeder erlduteì't durch die Sechsfiache. 

6. Brouweb, Une théorie des groupes finis et continus indépendante des 
axiowes de Lie, 

Per acclnniazione viene eletto Presidente per la seduta successiva 
il prof. ScHUR. 

Qunrta sedata - Yenerdi 10 aprile (ore 10 - 11). 

Presidente: Schur. 

Il Prof. Seghe legge un telegrnnnma di ringraziamento del Pro- 
fessor Reye per gli auguri rivoltigli nella prima seduta. Dopo di che 
hanno luogo le seguenti comunicazioni : 

1. TziTZEiKA, Sur une nouvelle classe de surfaces. 

2. Pfeiffer, Du développement des fonctions algébriques de deux va^ 

riables indépendantes en séries entières des variables réales. 



Sezione IH. — A) Meccanica, Fisica-matematica, Geodesia. 

Introduttori: Levi-Civita, Pizzetti. 
Segretario: Qianfranceschi. 
Segretario aggiunto: Levi. 

Prima sedata - Martedì 7 aprile 1908 (ore 9,30 - 11). 

L'introduttore Prof. Paolo Pizzetti npre la seduta, saluta gli 
intervenuti, ed invita il Prof. Senatore Vito Volterra ad assumere 
la presidenza. Sono nominati segretari i Dott. 6. Gianfranceschi e 
E. Levi. 

Vengono svolte le seguenti comunicazioni: 

1. 6. H. Darwin, The rigidity of the Earth. 

2. Lahb, The flexure of narrow Beams, 

3. G. Lauricella, SuW equazione A'" V = ^ sw alcune estensioni delle 
equazioni dell' elasticità. 

A proposito di quest'ultima comunicazione aggiunge qualche con- 
siderazione il Prof. BoGGio. 

Prendono ancora la parola per esporre all'assemblea alcune osser- 
vazioni su altro argomento il Prof. Lauricella e il Prof. Casazza. 

Si stabilisce che la seduta successiva sarà presieduta dal Profes- 
sore Q. H. Darwin. 




256 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



^ecoiitlii Hcdnta- Mercoletft 8 ù\ìvìh (ore 9,15 - 11)* 

Pi'tìsjileiite: Dauwjk, 

III RoaUtiiziom^ del Dott. E, Levi olio dtìsìilem assistere nlle seJnte 
della Sezione di Auali^ii viene nominato Se^retniio il Pi^of. BoGOio. 
Vengono quindi e\rolt0 le seguenti comunicaziuni ; 

1- C, Somigli AN A» SuUfi deformazioni elastiche non re^olm'L 

Discussione^ Prolf. Maggi e Volteura. 

2. M, Abraham, Xur fheorif der WirheUlmmhrmmfìu 

8, J. Andrade. Hur une ìtoutelle mélhùde de wesure des fratti' nieìd.^, 

4, A, KoKN» Veher die univentellen Sckwingimgen det* Maferie mit Anwen- 
dungen anf die Theorie der Gmvifaiion und dir inifamolektdarm 
Kriifte. 

5, T, Lkvi-Civita, Stdla espressione asiìttotica dei potmziaH ritardai L 

Per ]ìì seduta successi vu è nominato Presidente il Prof. A. Lia- 

POUNOPF* 

Terza seduta- Olavedì 9 aprile (ore 9J5 - 11,30). 

Pj'esìdente: Prof. Liapounoff* 

Vengono s%^olte le seguenti comunicazioni: 

1. Gahbasso, Sulla luce hiaum. 

Su questa comunicazione prende Ja parola il Prof. Oreenhill* 

2. Greekhill^ Geamelrt/ of Motton of a spintting Top. 

3. SoMMEBFKLD, Beìiruge zur ErìMirung df.r turbuleìden FiUssigkeHs- 
bewegung. 

Questa, invece elio dall'autore, h esposta e riìissunta da Levi-Civita. 

4. BoGGiOf Sopra alcuni teoremi di Fìstea matematica. 

5. BocCAHDi, Sur une nmtvdle équation dans Iss obsertntions des passages^ 

Su questa comunicazione prende fa parola il Prof, Pjzzettj. 

6- Akdeade, La sìptchronìsation par le fer tioux. 

Per la seduta successiva e nominato Presidente il Prefi A. Wan-^ 
6i:aiN. 



Quarta cellula - Venerdì IQ a|»rlle (ore* 9 - li). 

Presidente; Wangerin* 

Sono svolte ie seguenti comntiicnzioni: 

1, Ctenesk. The Method of Reciprocai Polars applied fo Forces in Spaee. 

2* Tedoke, Sopra il problema di Lamé, 

3. Brvan, Notes ùu the steering of automobiles and on the bulancingof 

Ships. 
L PoYKTiNG and Earlow» The momeutum of a Beam of Light. 

Questa è riassunta da Bryan, essendo gli autori assenti, 
É nominato Preai dente per la seduta successiva Hadahaed* 
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Quinta seduta - Sabato 11 aprile (ore 9 - 11,45). 

Presidente: J. Hadamard. 

Si svolgono le seguenti comunicazioni : 

1. KoLOSOFF, Sur le problème pian dans la théorie d'élasticité. 

Su questo argomento prendono la parola i Profif. Runge, Boggio, 
Volterra e Hadamard, il quale ultimo a questo proposito svolge 
due piccole Note. 

2. Marcolonoo, Pe7' Vanificazione delle notazioni vettoriali. 

Su questo argomento discutono B^adamard, Peano, Volterra, 
Maggi, Levy, Molk, Qenese. In particolare il Presidente Hadamard 
porge al Prof. Marcolongo sentiti ringraziamenti per l'opera da lui 
prestata in argomento. 

Dopo tale discussione, su proposta del Presidente, la Sezione de- 
cide di presentare al Congresso la proposta della nomina di una Com- 
missione internazionale per Tunificazione delle notazioni vettoriali. 

3. PizzETTi, Sulla riduzione delle latitudini e delle longitudini al livello 

del mare, 

4. Casazza,. Nuove deduzioni dalla teoria della Composizione dei moti. 

5. Beljankin, Exemple d'une force centrale telle qn'un point matèrici 
peut décrire une courbe du 2*™* ordre. 



Sezione HI. — B) Applicazioni varie della matematica. 

Introduttori: Toja, Luiggi. 
Segretario: Michel. 

Prima seduta- Marte(fì 7 aprile 1908 (ore 9,45 - 11,30). 

Assume la presidenza l'Ing. Guido Toja, e viene nominato Se- 
gretario il Dott. Paolo Michel. 

Si procede quindi alla lettura e discussione delle seguenti comu- 
nicazioni : 

1. Toja, Alcune considerazioni sui rapporti tra le Matematiche e la 

Scienza Attuariale. Prende parte alla discussione il Prof. Bagni. 

2. Quiquet, Sur une nouvelle application des Jacobiens aux probabilités 

viagères. 

3. Poussin, Sur V application du g rapii icisme aux calculs dUissurances, j 

Prende parte alla discussione il Dott. Michel. \ 

4. Elderton, a comparison of some curves used for graduating. j 

Prende parte alla discussione il Dott. Cantelli. j 

Si nomina a Presidente per la seduta successiva il Dott. Quiquet, I 

Delegato ufficiale dell'Istituto degli Attuarii Francesi. 
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Seconda f^eUiita - Mereoleili 8 aprile (ore 9,40-11,4^). 

PresìdGnte: Qoiquet, 

Viene ri orni unto Segi-etaiio aggiunto il Dott Insolera, 
Vengono poi lette le Begueuti conninicazioru : 
BoHLHAKN, Ufber tUe Grundlagen der ÌVakrscheinUncMeUsrecknung 
in ihrer Amtendnng aitf die Lehensìm^skherung, 
BoEEL, Sur les appiictUiom du Calmi des Frcèabilités aux mettees 
biologique^. 

March, Cne ìiourelle stafistique inhrnalionah de la popidafhn. Oòser^ 
vatlon sur la comparaismi ei sur la terminoìoqìe des i^fatistìques. 
De Helgueko, Sulla ntpprejsent astone analitica di akune .ifatistiche. 
Lembockg, Uaduairer -^« foftcfion et ha deux aApects de celle-ci. 
Gì NI, La regolarità dei fenomeni rari, 

Dawson, Necemiry cautions in detdimj with Acinurial PrùUems. 
Castelli, Sull* insegnamento della maianadca altuariale e finanziaria 
nelle scuole professionali inferiori, medie^ e superiori. 
II Presidente ringmzìa i convenuti ed esprìme Taugurio che nei 
ossimi Congressi la Sezione attuariale sia conservata, detfirminando 
esceiite successo. 



Tersa seduta- GiMedl 9 ai»rUe (ori 10*11,45). 

Il Prof. LuiGGi, introduttore, rivolge un saluto ai Congressisti 
italiani e stranieri ; e la sezione nomina quindi, su di lui propusta a 
Presidente il Prof. D'Ocaghe, Delegato del Ministero dei Lavori Pub- 
blici di Francia, e a Segretario l' Ing. Paeyoi'assd, 

Su invito del Presidente vengono successivamente svolte le se- 
guenti coniunicazion]: 

1. Luiooi L.» Considéraiions sur les rapporis mire U$ sciences mathé- 
matiques et tari de Mi ir, 

2. Canevazzi S,, La matematica e Varie del costruttore in Italia, 

3. OcAGNE (U'), La tecimique du mlcxd dam la scimce de f ingénieun 

4. Id. Sur la redification approchh dei? arcs de eercle, 

5. Claxton-Fjdler, On the Applications of Maihematics io the Theory 
of Condrudion, 

6. SvvAiN, The ìeachin^ and use of Maihematics in the cimi Engineering 
professi OH, 

Prendono parte alla discussione intorno alle dette comunicazioni 
i Proff. M. R. Mehmkk, Pittaiielli, C. Runoe, Canevazzi, Luiqgl 

Il Presidente ringrazia i convenuti ed esprìme l'augurio che nei 
Congressi venturi la Sezione Ingegneria si affermi con ognor cre- 
scente sviluppo. 



Sezione IV. — Quistìoni filosofiche, storiche, didattiche. 



Introduttori: Enriques, Loria, Vailati, 
Segretario : Lazzeri, 
Segretario aggiunto: Conti. 
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Prima seduta - Martedì 7 aprile 190S (ore 9 - 12). 

I lavori della Sezione sono inaugurati con un discorso del profes- 
sore Enriques, sul tema: Matematica e Filosofia. 

Per acclamazione sono nominati Segretario il prof. Lazzeri Giulio, 
Vice-Segretario il prof. Conti Alberto, Presidente della seduta En- 
riques. 

Vengono svolte le seguenti comunicazioni. 

1. G. Hessenbebg, Zdhlen urid Anschaung. {Numeri ed intuizione.) 

Le teorie fondamentali dei numeri interi sono essenzialmente teorie 
del tipo 0). Questo è oggetto della logica, ma la costiuzione dei suoi 
elementi risulta dalla intuizione, poiché questi elementi sono logica- 
mente irriducibili. Il caso è perfettamente analogo a quello della 
geometria, nella quale è oggetto della logica il sistema delle rela- 
zioni, ma non gli elementi stessi. 

2. BouTBOUX, Sur la relation de l'Algebre à VAnalyse mathématique. 

Storicamente l'analisi matematica è un prolungamento dell'algebra. 
Analisi e algebra sono per Newton, per Eulero, per Lagrange termini 
sinonimi, la prima distinguendosi dalla seconda in quanto essa im- 
plica delle operazioni infinite. Ed è così che una lunga tradizione ci 
induce a considerare l'analisi come Io studio dell'espressioni alge- 
briche convergenti. 

Questa opinione non sembra più sostenibile oggi. L'analisi non è 
una costruzione; è lo sforzo che noi facciamo per analizzare e per 
tradurre nella lingua dell'algebra le leggi matematiche. L'algebra non 
è più che ristrumento dell'analisi. 

3. Itelson, Logik und Mathematik. 

La relazione fra logica e matematica si duo solo determinare 
quando si è data una definizione dell'una e dell'altra. La logica non 
è, come ordinariamente si definisce, la scienza del pensiero; essa è, 
quando la si consideri attentamente, la scienza degli oggetti in gefie- 
rale; la matematica è la scienza degli oggetti ordinati. 

L'oratore prosegue parlando del calcolo logico, del dualismo delle 
operazioni, deìV invariator e dell' absorptor. 

4. Itelson, Deditction, Induction und Perduction. {Deduzione, induzione 

e perduzione.) 

L'oratore parla dell'ufiicio della deduzione e dell'induzione in ma- 
tematica. La dimostrazione da n a n + 1 viene molto impropriamente 
chiamata induzione completa; essa consiste in due ragionamenti, una 
induzione completa e una deduzione; essa merita perciò un nome 
speciale. L'oratore propone il termine perductio (da perducere, conti- 
nuare). 

Terminata questa comunicazione il signor Dickstein interpella 
l'oratore, domandando dove la logica prende i suoi postulati, dato 
che ogni scienza ne deve avere. Il sig. Itelson risponde che quest'ul- 
tima quistione appartiene alla teoria della conoscenza. 

5. Max Simon, Da coìitinu, point et tigne droite, rernarques historiques. 

L'oratore storicamente accenna a Galileo e Leonardo, come a coloro, 
che primi hanno riconosciuto esattamente il problema della continuità; 
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e Cataldì, notando come la scoperta del * punto di concorso „ fatta 
da Guidobaldo del Monte inizi un'era nuova nella prospettiva. Il 
secolo successivo è il secolo di Galileo Galilei, alla scuola del quale 
appartengono Cavalieri, Torricelli, Borrelli e Viviani, a cui tanto 
deve la geometria. L'oratore passa poi a descrivere le opere analitiche 
dei Manfredi, dei Fognano e dei Riccati e ricorda ancora G. Sacclieri 
e G. Malfatti. Nel secolo in cui questi fiorirono nacque anche G. L. La- 
grange, che l'oratore dimostra doversi ascrivere fra i matematici ita- 
liani, aggiungendo una parola intorno ad altri di questi, quali il Mozzi, 
il Mascheroni, il Ruffini, il Pergola, il Lorgna, non senza far notare 
la schiera di storici aventi per capo il Cessali. Passando al secolo XIX, 
l'oratore descrive l'accoglienza che ebbe in Italia la Geometria de- 
scrittiva, enumerando coloro che la fecero progredire in Italia, ed è 
cosi indotto a parlare della scuola geometrica italiana fondata da 
Luigi Cremona. Che poi l'Italia non sia stata spettatrice passiva allo 
svilupparsi dell'analisi nel secolo precedente il nostro e dimostrato 
dalle scuole che fiorirono a Torino, a Pavia, a Pisa. Volgendosi a 
concludere, l'oratore fa cenno di altri matematici insigni che ebbero 
patria l'Italia, fa notare che in nessun'epoca i geometri italiani visr 
sero isolati, e che la storia della matematica italiana si svolge senza 
interruzioni o lacune; onde vi è fondata speranza che continui iu 
avvenire altrettanto fiorente, dal momento che ** ciò che fu torna e 
tornerà ne i secoli „. 

Terminati gli applausi che hanno salutato la fine del discorso, il 
prof. Loria annunzia che la Rédaction de V Enseignament mathématique 
ha messo a disposizione dei congressisti degli esemplari dei numeri 
della rivista (Annata corrente) contenenti un documento importante, 
la traduzione del rapporto Klein-Gutzmer: Sur la préparation dea 
professeurs à V enseigneinent scientifique. Facendosi interprete dei senti- 
menti unanimi dei convenuti, il Presidente ringrazia la Redazione 
dell'interessante e cortese suo omaggio, e augura alla Rivista di 
proseguire nella sua prospera e feconda vita. 

Vengono poi svolte le seguenti comunicazioni: 

1, Zeuthen, Sur les rapporta mire les anciens et les moderfies principes 
de la Geometrie. 

L'oratore fa osservare che ciascuno dei due gruppi di grandi prin- 
cipi e un sistema logico inseparabile. Per comprendere i principi 
antichi occorre dunque considerare il loro proprio punto di partenza. 
Da questo punto di vista l'oratore ha cercato di fare apparire il loro 
valore logico. 

Dopo di ciò il Presidente dà la parola al prof. Krazer per svol- 
gere la seguente mozione: 

" I. Il IV Congresso internazionale dei matematici in Roma consi- 
'^ dera come questione di massima importanza per le scienze matema- 

* tiche pure ed applicate la pubblicazione di tutte le opere di Eulero. 

** IL II Congresso saluta con riconoscenza l'iniziativa presa in pro- 
** posito dalla Società dei naturalisti Svizzeri e fa voti che la grande 
** opera sia eseguita dalla società stessa con la collaborazione dei 
" matematici delle altre nazioni. 

" III. Il Congresso prega l'Associazione internazionale delle Acca- 

* demie e specialmente le Accademie di Berlino e di Pietroburgo, delle 

* quali Eulero è stato celeberrimo membro, di aiutare l'impresa di cui 
" è parola „, 
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Su proposta Pittarelli la mozione Krftzer è approvata per accla- 
niaisione» Il Presidente dice che questo voto sarà pubblicato in quattro 
ìiugue e aottoposto poi alT approvazione del Congresso a sezioni 
riunite. 

Il prof, Akodeo prende occasione del voto fatto per proporre cita 
il Congresso faccia anche voto che ritalia ecìolga un pegno di onore, 
verso uno dei snoi tìgli che più grandemente l'onora, pnhblicando 
in un avvenire più o meno prossimo le opere di Bonaventuia Ca%^a- 
iieri. L'assemblea approva la proposta, 

2. D. E, SaiiTH^ The GanUa'Siira Sangyaka of Mahftviriicanja, 

Il prof, Smith ha visitato recentemente il Giappone, la Cliina e 
l'India allo scopo di procurarsi dei materiali illustranti Ustoria della 
mateiTiatica. In questa comunicazione, egli ha riferito sul trattato 
indiano, del nono secolo, di cui il prof. Ratigacliarya di Madras sta 
preparando una traduzione, che potrà esser pronta fra due anni circa* 
Malulvinlcarya visse a Mysore verso TSaO delTE. V. Il suo lavoro è 
principalmente algebrico, ma comprende pure nozioni dWitmetica e 
Bulla misura. I più interessanti caratteri di questo trattato si riferi- 
scono alla somma di certe parti di una serie, a forme speciali di 
equazioni non razionali, e a equazioni indeterminate. 

La pubblicazione di quest'opera sarà interessante per la storia 
della matematica per la luce che ne verrà sulle fonti dell'opera di 
Bhaskara, sulla relazione tra le scuole di Fatai ipu tra e Ujjain e le 
altre dell' Indiftì e suU' influenza della matematica dei Greci su quella 
degli Indiani e di questa su quella degli Arabi, 

3. DuHEM, Sur la découmrU de la lai de la chuts dés graves. 

II prof. DuHEM, non avendo potuto intervenire alTadunanza, il 
prof. Peano legge in sua vece questa comunicazione. 

Il Duhem richiama l'attenzione sull'opera di Alberto Db Saxe: 
De Caelo et Mutido come quella in cui perla prima volta sono enun- 
ciate ipotesi detìnitive sul modo di variare della velocità di caduta 
dei gravi, e accenna alla possibilità che Fopera suddetta abbia in- 
fluito sulle idee di Leonardo da Vinci* 

4. (jiACOMELLi, / risultati di alcune ricerche sull'opera meccanica di 

Galileo. 

Mostrato lo stato delle questioni storiche sulle prime due leggi 

newtoniane del movimento, che, com'è noto, debbonsi a Galileo, il 
conferenziere dimostra quale sia stato il procedimento mentale e 
sperimentale tenuto da Ualileo iieiracquisto delle medesime. 

Dalia dimostrazione risulterebbe dapprima che Galilea giunse alla 
proposizione della persistenza del movimento valendosi d'una idea 
da lui già ammessa a priori, in secondo luogo che quelle esperienze 
sui piani inclinati, dalle qnali si crede esser stato guidato alla sco- 
perta della legge di inerzia, furono invece quelle che lo coTidnssero 
alle scoperte dalla indipendenza dei movimenti; in terzo ed ultimo 
luogo che le relazioni fra i due procedimenti furono d'indole pura- 
mente esterna, senza che fra ì due vi fosse nessun legame intimo ed 
essenziale. 

5. Pitta RELLr, Lttca Paeioli usurpò per sé steBso qualche libro di Pievo 
De Franceschi? 
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Fatto uno studio minuto e comparativo tra il Libellus Petri pìctoris 
Purgentis de quinque corporibus regolaribus (codice esistente alla Vati- 
cana, fondo urbinate) coi Tradatus primus sectmdus, tertius, che pre- 
cedono la Divina proportione di Luca Pacioli, il conferenziere dimostra 
che veramente questi fu plagiario. 

Dà poi una brevissima notizia del Libellus^ dalla quale apparisce 
che Piero de' Franceschi, pittore, conosceva benissimo la geometria 
di Euclide, e sapeva servirsi dell'algebra del suo tempo per risolvere 
problemi di geometria. 

Dopo brevi osservazioni del prof. FoX sulla comunicazione prece- 
dente, il presidente propone che la seduta di domani, destinata a 
questioni didattiche, sia presieduta dal prof. Vailati. L'assemblea 
approva per acclamazione. 

Il prof. 6. DE Galdeano fa omaggio di varie sue pubblicazioni e 
il presidente a nome dell'assemblea ringrazia. 



Terza sednta - GloTedì 9 aprile (ore 9 - 12). 

Presidente: Vailati. 

Il presidente Vailati prega il prof. Fehr di coadiuvarlo nella 
presidenza. Si svolgono le seguenti comunicazioni: 

1. GuTZMER, Ueber die reformbestrebungen aus dem gebiet des tnathe- 

matischen unterricht in Deutschland. 

L'autore dà relazione sui lavori della Unterrichts Kommission der 
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte indicando, le linee 
generali del progetto di riforma di questa commissione, che è stata 
stabilita dopo il congresso di Heidelberg, e che ha ultimamente finito 
i suoi lavori. 

Alla comunicnzione del prof. Gutzmer il prof. Simon (Strasburg) 
osserva che per quanto riguarda le proposte della commissione per 
le scuole di secondo grado si può applicare ad esse il detto di Les- 
sing ** Das Neue nicht gut, und das Gate nicht Neu „. 

Il prof. SuppANTSCHiTSCH osserva al prof. Gutzmer che egli teme 
che l'insegnamento delle matematiche non sia reso troppo frammen- 
tario dalle applicazioni; egli è del parere che si debba sempre insi- 
stere sui concetti, e non passare all'applicazione se non dopo essersi 
assicurati che gli alunni abbiano ben compresi quei concetti. 

2. BoREL, Les mathématiques dans Venseignement secondaire en France, 

Comincia coU'accennare come l'insegnamento secondario in Francia 
sia diviso in varie sezioni come risulta dal seguente quadro: 

Primo Ciclo Secondo Ciclo 

11-14 anni 15-17 anni 

IA — latino - greco 
B — latino -lingue vive 
C — latino - scienze 

B D — scienze - lingue* vive 
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Ungheria una Commissione che si occupa delle questioni riguardanti in 
genere 1' insegnamento, e che mira a trasformare l'insegnamento della 
matematica mediante semplificazioni nei programmi, introduzione 
d'esercizi grafici; mediante l'introduzione del concetto di funzione e 
con più intimo contatto colle applicazioni pratiche; mediante la fu- 
sione della stereometria colla geometria descrittiva; e finalmente 
mediante lo sviluppo del senso economico e coli' introduzione dei 
concetti fondamentali del calcolo differenziale e integrale. 

7. Vailati, Su alcuni caratteri degli attuali programmi per V insegna- 
mento della matematica nelle scuole secondarie. 

Secondo gli attuali programmi, nell'insegnamento dell'algebra son 
troppo ritardati gli esercizi sulla risoluzione delle equazioni; nell'in- 
segnamento della geometria si trascura nel primo stadio di porlo in 
intima relazione coH'iusegnamento del disegno. 

Accenna all'utilità di introdurre il concetto di derivata nell' in- 
segnamento secondario superiore. 

Prendono parte alla discussione il prof. Amodeo per dichiarare che 
già molti professori inspirano il loro insegnamento a vedute analoghe 
a quelle espresse dal prof. Vailati, il quale replica subito che ciò è 
da attribuirsi non già ai programmi, ma alla libertà che fortunata- 
mente in Italia è concessa agli insegnanti circa lo svolgimento del 
programma ufficiale. 

Il prof. Vailati propone e l'Assemblea approva per acclamazione 
che la seduta di domani sia presieduta dal prof. Zextthen. 



Quarta sedata - Venerdì 10 aprile (ore 9,15 - 12,15). 

Presidente: Zeuthen. 

Si svolgono le seguenti comunicazioni: 

1. Marcolongo, Un trattato inedito di meccanica di Vincenzo de Fr- 
Lippis, anteriore alla " Mécanique analytique „ di Lagrange. 

Il conf. parla di un matematico calabrese, ministro della Repub- 
blica Partenopea del 1799, e morto vittima della reazione borbonica 
alla fine del 1799. Il de Filippis aveva preparato un trattato di mec- 
canica che è stato certamente scritto prima della Mécanique di La- 
grange e che il conf. ha potuto esaminare tra i manoscritti che an- 
cora si conservano dagli eredi. Rileva alcune cose notevoli di tale 
trattato e segnala soprattutto il fatto che il de Filippis abbia tentato 
una dimostrazione generale — per i sistemi rigidi — del principio 
dei lavori virtuali. 

Il prof. Loria presenta una copia del 4® volume delle Vorlesungen 
ilber Gesclìichte der Matematik di Cantor, inviata dall'editore come 
omaggio al Congresso. Aggiunge che il piano di questo volume fu sta- 
bilito nel Congresso di Heidelberg, e l'editore ha voluto con delicato 
pensiero che la prima copia di questo volume sia presentata al 
4° congresso. 

Propone l'invio di un telegramma di rallegramento all'illustre 
storico coll'augurio che possa aggiungere nuovi volumi alla sua opera 
grandiosa, 11 Presidente si associflj e la proposta viene approvata per 
aoclajiLuzioiie, 
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Inimfìdìatainente il pi osi dente fonnulii il Begtiente telegramma: 

** Prof. Caktqiì — Heìtielberg. — L» SeeUoii histoiique du Coiigrès 
des matht^niaticiens en ret-evant Hvec joie lo IV volume de vos Vor- 
LESUGEN viìiiH adresse ses plus cordiales felicitations et ses voeux les 
plus siricères. — Prèsi deni H. *G. Zeuthen g. 

2. Feer, Les Mathématiques dans retissigmment secondaire mi Shìbsì, 

Dopo aver esposto sommariameute roiganizzazioiitì in generale 
deirinsegn amento secondar io superiore in Svìzzera, il Big. Fehr mostra 
il posto che occupano le inateniaticlie^ prìnci palmenti nelle sezioni 
clai^siche e tecniche. É da osservare clie nei gin unsi classici si aa- 
seguono quattro ore setti marini i alla matematiche, e che in essti da 
lungo tempo si fa posto alla Lrigonomolria piana e sferica, alla geo- 
metria analitica e per conseguenza anche alle uoziotu sulle funzioni 
semplici. 

3. Stephanos, Les Maihématlques dans renseignémmìt secùiidaire m 

Grece. 

Dopo aver tracciato in poche parole lo stato dell'istruzione in 
Grecia dalla presa di Costantinopoli fino al 1827, epoca della libera- 
zione della Grecia, it sig, Stephakos espone ciò che ai riferisce ai 
programmi dell' insegnamento matematico in Grecia, e alla riforma 
introdotta nel 19i>7 in occasione della votazione di una nnuva legga 
sui libri didattici. 

4. Abchekhold, Ueher die Bedeutiing des mathemaiischen Unteiricht$ 

im Freien in VerbindHnf mìi lieformvoscìdfujen ftir den Lehrgatìq, 

I concetti matematici devono essere dedotti dairosservazione della 
realta; è questo appunto il principio delTinse^nameuto. Le differenti 
specie di angoli devono essere presentate indicando gli alberi, ctm- 
siderando cai*e, crocicchi di strade, ecc. Nessun problema deve esser 
risoluto senza che ne siano date prove rigorose, ma i corjcetti che 
veugono applicati nelle dimostrazioni devono in princìpio venire acqui- 
siti col ricunoscintento di oggetti reali, non modelli. I pììj semplici 
a lupara ti di misura devono trovare snbito applicazione per rettificare 
i giudizi degli occhi. 

Hi tiene che con tal metodo si possa fare in dieci ore quello che 
altrimenti rie li lederebbe degli anni. 

II sig. GuBLEK di Znrigo osserva in proposito che si deve distin- 
guere in quali studi gli ^scolari vengana iniziati ai concetti geonie-'' 
trici. Per fauciuìli dai 9 ai 10 aTinì si pnò open* re solamente e* ai 
oggetti reali; più tardi nelle scuole medio occorre approfondire i con- 
cetti; allora entra ir» giuoco ra,strazÌone* Non crede che in dieci ore 
si possa, secondo le idee di Arclienhold, esaurire un programma che 
con altri metodi esigerebbe molti anni. 

5. Andradk, Qudques observatians psychùlogiques recueillm duns ìes 
enseignenmìts scienlifiques d* initìation. 

Prendendo come esempio quattro fatti parti cola ris^tsl mi osaevvati, 
l'autore itjvoca il piano della riforma più urgente dell' insegnameiito 
della geometria, e la riduce a due libri; nei primo i triangoli, il diedro, 
it triedro; nel secondo la similitmline e la misura dell'estensione. 

Egli limita a questo prmto la riforma a causa del campo stret- 
tissimo deirinsegruitnento secondario, che la cultura generale non per» 
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mette dì subordinare alla preparazione alle matematiche speciali e 
ricorda a questo proposito le profonde verità scritte in proposito dal 
sig. Marcello Prevost nelle " Lettere a Francesca „, di cui si è potuto 
dire con ragione che esse dovrebbero esser lette e meditate dagli allievi 
della scuola normale. 

6. Conti, Sulla iniziazione alle matematiche e sulla preparazione mate" 
. malica dei maestri in Italia. 

Le riforme tendenti a introdurre nell' insegnamento secondario 
alcuni concetti matematici finora ritardati, stando ai programmi, fino 
air Università, devono essere accompagnate da altre per gli istituti 
infantili e per le scuole elementari, di guisa che l'insieme delle cogni- 
zioni impartite in questo primissimo stadio sia di razionale avvia- 
mento allo studio successivo. 

Urge dunque rivolgere l'attenzione nella scuola primaria, verso 
l'iniziazione, seguendo i principi in base ai quali il Laisant recen- 
temente redigeva la sua aurea Initiatioìi mathématique. 

Coir attuale ordinamento della Scuola Normale, la preparazione 
matematica dei maestri elementari non è adeguata alla delicatezza 
ed importanza della missione che è loro affidata, onde è da augurarsi 
che non si ritardi di più il riordinamento delle scuole Normali im- 
posto dalla Legge 8 luglio 1904. 

Il prof. Trattini vorrebbe che le proposte del Conti fossero con- 
cretate in un ordine del giorno. Il Conti risponde che ciò non gli 
are negli usi di questi Congressi, ma se l'assemblea lo desidera, 
'ordine del giorno potrà esser presentato domani. 

Il prof. Frattini aggiunge che non può associarsi agli elo^i che il 
Conti fa dei programmi ministeriali e delle annesse istruzioni, perchè 
negli uni e nelle altre si trovano molti grossi strafalcioni, da lui già 
denunziati e discussi nel giornale La scuola educatrice. 

II prof. Piazza chiede che nell'ordine del giorno promesso per 
domani sia incluso il voto che nelle scuole pedagogiche annesse al- 
l'Università per i maestri elementari sia compresa una cattedra per 
l'insegnamento delle matematiche. 

Il prof. Conti replica che nell'elogio che ha fatto ha inteso di rife- 
rirsi alle istruzioni e non ai programmi, e senza entrare nei particolari 
pei quali conviene col Frattini che sono da lamentarsi tanto pei 
programmi quanto per le istruzioni dei grossi errori. 

7. Garcia de Galdeano Zoel, Alcune notizie sulV insegnamento mate- 
matico in Spagna. 
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Egli dice che in Spagna le questioni politiche hanno ritardato il 
regresso della scienza [)er un piano completo d' istruzione pubblica. 
Pertanto l'attuale creazione della società scientìfica spagnola, il cui 
primo atto sarà il Congresso matematico di Saragozza, permetterà che 
incominci un'epoca di rinascimento scientifico. 

Lamenta che l'insegnamento elementare nelle Università spagnole 
torni a danno dell'insegnamento superiore. Termina accennando ai 
mezzi pedagogici che, secondo il suo parere, sono i più atti a stabilire 
un equilibrio fra il progresso della scienza e la potenzialità intellet- 
tuale per l'apprendimento della scienza stessa. 

Il Presidente propone che la seduta di domani sia presieduta dai 
signori Picard e Simon; l'assemblea approva per acclamazione. 



26S 



PEEIODICO DI 1C4TE1C4TICA. 



Quinta §edLLtn * Sabato 11 aprile (uro 9-12,80). 

Presidenti : Picakd e Simon. 

Il prof, Picard apre hi seduta dando auzitntto comunicazione del 

BegueiUo telegramma: 

" Congrès nmthématicìens, Section historique — Rome. — Remer- 
ei ments sincères a vous, cliéris collègues; en pensée je suis avec 
vons. — Maurice Cantor ,, 

Avverte che per esaurire il lunghissimo ordine del giorno ogni 
oratore non potrà parlare oggi per f*iù di dieci minuti. 
Huntio luogo le seguenti conudiicazioni: 

1, Gallucci, La qtmtione logica e gnoseologica nei fondamenti della 
mat Ematica^ 

La critica dei principi della matematica appartiene alla mate- 
matica etl alla lilosofÌM; donde un doppio punto dì vista nella loio 
trattazione; il punto di vista logico o quello gnoseologico. L'autore 
esposte sonnnariamente le conseguente di tate duplicità di vedute, 
accenna ad umi possibile conclusione die potrebbe condurre ad una 
rie labo razione deila teorica della conoscenza, in cui 8J tenga conto 
degli ultimi sviluppi dei principii della scienza, 

2, Brogoì, Sui fondftmmti dd calcolo delle proòabiliià, 

Ihìiroratore è proposta una detìnÌ2Ìone descrittivsi (di terza specie) 
del concetto di prLjbabilitkj ed è di inoltrata la compatibilità dei sistema 
e la irreduttibiiità del sistema di proposizioni assunte a definire la 
probnbilitu. 

3, EMcn, Dei- EecbenhìmUer Wìnkler und0 sHue viethùden. 

Una delle personalità più interessanti nel campo delTarte di cal- 
colare è il grande calcolatore a memoria Giovanni Giacobbe AVinkler, 
Mentre iu varie nienioiio si è molto parlato dì ai mi li calcolatori non 
si trova nulla su Wiukler, ed è scopo di questa conni nicazio ne, dare 
alcune notizie su quest'uomo meraviglioso. 

Egli tincque il 23 febbraio ÌS'Sl in Wermutswill e morì, povero 
ed abbamlomito, il 25 agosto 1803 airOspeiUde chu tonale di Stanz» 
Winkler risolveva tacilniente a memoria ogni problema cbe richie- 
desse calcoli iMiitterici anche complicati. 

Egli utilizzava anche tutte le regole di calcolo rapido che si pos- 
sono dedurre dalle i'orniole algebriclje. Per es.: 

604 X ^9fi = (^^00 + 4) (600 — 4) ^ 360000 — 16 = 359984, 

4, LoELA, Sur les iiwyens pour facUiter et diriger les études sur l'hisloire 
des mitthémaiìqne$. 

L'oratore, preudendo occasione da un articolo recente del signor 
Euestrfuìi, fa notare coni e vi siano delle persone che sarebbero disposte 
a coltivare la storia delle nuitematiche, ove trovassero chi li guidasse 
nel noi» facile cumniiiio; e fa notare, come, essendo difficile T istituzione 
di corsi " ad hoc ^, il miglior sistema che si presenti sia la compi- 
lazioiie di un ** Manuale per le ricerche sulla storia delle matematiche -, 
opera collettiva il cui piano sarebbe assai opportnuanjente deternii- 
mito da un congresso internazionale. Per preparare la relativa discus- 
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8. De Amicis, L'equivalenza in planimetria indipendentemente dalle prò- 
porzioni e dal circolo. 

Basandosi sostanzialmente soltanto snll'equivalenza dei parallello- 
gnimnii, equibasi ed equiaiti, l'autore stabilisce il teorema "se un 
** triangolo ha gli angoli uguali a quelli Idi un secondo triangolo 
" il rettangolo contenuto da un Iato dell'uno e un lato dell'altro è 
* equivalente al rettangolo dei lati corrispondenti » indipendente- 
mente dalle proporzioni e dalle proprietà del circolo, con dimostra- 
zione planimetrica e senza servirsi del teorema sui triangoli omotetici. 

Su questa comunicazione il prof. Gremigni fa alcune osservazioni. 

9. Prouwer, Le potenze possibili. 

Ricercando come principalmente sia possibile costruire -un sistema 
matematico apparisce come non possano esistere più di tre potenze 
infinite, cioè la numerabile, la numerabile incompleta, la continua, 

10. Delitala, La tetraedrometria piana nelle scuole secondarie. 

Esaurito cosi l'ordine del giorno, e nessun'altro chiedendo la parola, 
il Presidente Simon alle 11 ^U con un saluto ed un ringraziamento, 
ricambiato dal prof. Pittarelli, chiude la seduta, e dichiara finiti i 
lavori della IV Sezione. 

Il prof. Enriques, introduttore, riapre la seduta per domandare 
all'Assemblea se, pure essendo stati dichiarati chiusi i lavori della 
Sezione, non creda opportuno occuparsi dell'attuazione della proposta, 
già in massima approvata dalla Sezione, sulla costituzione di un Co- 
mitato internazionale per lo studio delle questioni riguardanti le 
riforme dell'insegnamento della matematica nelle scuole secondarie 
delle differenti Nazioni. 

L'Assemblea consentendolo, è aperta la discussione la quale si fa 
animatissima. 

Si finisce con l'approvazione dell'ordine del giorno seguente pro- 
posto dal prof. Castelnuovo: 

" La Sezione IV, avendo riconosciuto l' importanza di un esame 
accurato dei programmi e dei metodi d'insegnamento delle matema- 
tiche nelle scuole secondarie delle varie nazioni, affida ai professori 
Klein, Greenhill e Fehr, l'incarico di costituire un Comitato interna- 
zionale che studi la quistione e ne riferisca al prossimo Congresso „. 

La Sezione su tale proposta domanda l'appoggio dell'Assemblea 
generale. 

Alle ore 12.30 i lavori della Sezione IV sono definitivamente chiusi 
con un saluto del Presidente ricambiato dai proflf. Archenhold e Fehr. 



Divertimenti. 



Non possiamo chiudere questa breve istoria del Congresso serjza 
accenjiare rapidamente anche ai trattenimenti che_ il Comitato aveva 
orgiihizzato per rendere più gradevole ai congressisti e specialmente 
alle loro signore, il soggiorno in Roma. 

Tutti i congressisti ebbero libero ingresso in tutti i monumenti 
e musei governativi e municipali dal V al 12 aprile- 
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Vali artisti e pi-ofessoii Goni|^eteiilJ accornpugimrouo le eìgiiore 
j»elle vmtQ ni lìettì musei e fornirono ofrjìnrtinie illustrBZiuin in di- 
versa lingue, secondo ì! progLaiuina seguente: 

Martedì 7 dulie IO nlle 12 — Foro Rorrmrjo (Iiigres^so Vin dell** 

iirazÌL"). 
, u — Galleria Borgliet^e. 

„ „ — Musèo delle Tienne, 

^ )» — VaticHiJo (Convegno lille ore 10 

al Ih Porta degli Svizzeri), 
Sabato 11 p » — Galleria Corsitu". 

Domenica st^ni li, per gentile invito del Rettore deirUuìversità 

di linmii. Prof. Comnu Tonelli, qimyi tutti i coiigrésaisti già arrivati 
a Ilo ma e immerosisKime signore &i riunirono ad amielievyle convegno 
nel r Aula Magna dell' Università, 

Il \nvL T^'irelli eon brevi parole porse agli intervenuti un caldo 
e coi'diale sai n io, 

M<*rcoledi «era 8, alle ore 22 ebbe luogo un riuevimento nel Museo 
Capitolino, ofl'erto ai eongroBsisii dal Municipio della eìltà di Uoimu 

Faceva no gli onori di casa, con Higuoiile cortesia, il tìindnco 
Big. Natiun, il proC ToNELLi e gli altri Assessori muuiei|>ali. 

Le stupeudo sale dei musei capitolini, che racL-liiudono tanti tesori 
d'arte, splendidamente illuminate da grandi lampiule ad arco, facevano 
un effetto meraviglioso e destarono la fin sincera ammirazione nella 
folla cosmopolita che le animò gaiamente per alcune ore. 

Nel pomeriggio del giovedì 9» fu re no sospesi i lavori del Congresso 
affinchè tutti i congressisti e loro signore potessero prender parte alla 
visita ai Palatino orsranìzzata da S, E. il Ministro Ha va in loro onore. 
Il p!of. Vagli ERI ed altri illustraiono iir varie tirìgue lo storico colle 
e le secolaii rovinOi commentando in parti co taro le seo piarle archeolo- 
giche risultate dai più recenti scavi. Alla firre della visita in pros- 
simità dell'uscita dalla purte delia Via Sacra, i congressisti trova- 
ronti nn so n tu oro rinfresco. 

La sera di venerd"i 10» ebbe luogo, in onore dei congressisti. Un 
concerto diretto dall* illustre maestro Maucinelli nelT A ufi teatro Corea, 
di recente inaugurato. 

Finalmente (Jomenirn. 12, terminati ì lavori del Congresso, ebbe 
luogo una gita a Tivoli. Cominciando dalle 8, Ho vari treni speciali del 
tram Konta-Tivoli trasportarono i congressisti e le loro signore agli 
avanci della villa di Adriano, ove trovarono un tanto rinfretico offerto 
dal Municipio di Tivoli, Proseguirono per Tivoli, dove era preparata 
un'ottima eoi azione «Ha ria ap^^rta per oltre GtH) prrsone pre.sso lo 
Chalet deiì Casca fies. Visitarono poi le bellissime i*(fscate e la f^plendida 
villa d'Este, e tornarono la 8era a Roma, do leu li die per la simpatica 
riunione fosse giunta troppo presto la parola fine, e che dovessero 
ormai tornare a disperdersi nei vari paesi del mondo. 
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Fig. ì. 
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imzioiie p sul quadro dai due piani dati; portando allora sulla retta HK 
il segmento HL eguale alla distanza A fra le rette ti, U e projet- 
t&ndo ortogonalmente L io M sn CoH» la distanza fieli lesta sarà data 
dal segmento LM = 1 sen p„ 

Da questa eosiruzioiie si trae nu nR*todo uniforme per risolvere 
alcune altre questìoui metriche, quaii le seguenti: 

a) lìeierminm-i» In minima disianza fra due 
reiie aghemhe ri = {Tt, l\) e rt^(Ti, IVl. La 
distanza cercata x non è che lo spessore dello 
strato limitato dai due piani condotti da 
ciascuna delle rette date parallelamente al- 
Faltra; tali piani iianno per comune retta 
di fuga la retta forili e per trACcie le 
parallele ti, tf condotte ad essa risp. da Ti 
e Tfi onde per ottenere x non si Jia ohe da 

^ applicare la costruzione precedente. 

b) Deter miliare la diifiama fra due retU 
paraUde ri = CTi, V) e r^^CTt, T). La di- 

^ stanza cercata non differisce dallo spessore 
dello strato limitato dai due piani condotti 
per le rette date perpendicolarmente al 
piano X che esse determinano. Ora tali piani hanno per comune retta 
di fuga la congiungente di V con Tantipolo della retta di fuga del 
piano X e per traccie le parallele 
condotte ad essa dai punti Ti e 
Tgj onde ecc. 

e) Determinare la distanza di 
un piano [t, i'] da una retta ad 
esso paraliela (T, V) (si suppone 
quindi che il punto V cada sulla 
retta i'). Se pel punto T si con- 
duce la parallela ti alla retta t 
si è ridotti a trovare la distanza 
dei due piani [/, T] e 1^, i'], 

3. Applicando ancora la co- 
struzione esposta in principio del 
numero prec, si giunge ad un pro- 
cedi oiento convenientissimo per 
" deierminure la distanza tra un punto P=(Tr,F) ed un piano x^t, i] , ; 
si conduca infatti (fig. 2) per V il piano ii^f^i, i'] parallelo a t; la 
distanza fra tale piano ed il dato è la cercata. La semplice ispezioue 
della lig. 2 fa vedere die questo procedimento è assai piii semplice 
di quello che ordinariamente si suggerisce, e che consiste nel con- 
durre da P la normale al dato piano, determinarne il piede Q e tro- 
vare la distanza tra i due punti P, Q. 
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4. La costruzione eseguita nella fig. 1, opportunamente invertita, 
conduce subito a ** costruire i (due) piani paralleli ad un dato e distanti 
dallo stesso di una data lunghezza ». Da ciò si può desumere una nuova 
procedura per * determinare i piani bisettori dei diedri formati da due 
piani [ti, i'i], [ti, i'a], nessuno 
dei quali sia parallelo al qua- 
dro „, Sia infatti (figura 3) 
s ^ (T, I') la retta in cui si 
tagliano i due dati piani; con- 
duciamo due piani ot, oa il 
primo parallelo a xi alla di- 
stanza arbitraria 6, il secondo 
parallelo a xa e distante da 
esso ancora di 5; sia r l'in- 
tersezione dei piani 01,09; le 
rette r, s sono evidentemente 
fra loro parallele e determi- 
nano uno dei piani richiesti. 
Per effettuare tale costruzione 
cominciamo dal determinare 
le inclinazioni ^i, 62 sul quadro 
dei due dati piani (coll'ajuto dei triangoli CoHiKi e CoHaKs); co- 
struiamo poi i triangoli rettangoli HiLiMi e HsLaMa aventi i cateti 

LiMi e LjMa fra loro eguali 

jù^ly^ » (=5); pongasi HiLi = Ai e 

HaLa = Aa e SÌ Conducano le 

p* rette t/i e vi parallele a ti alla 

distanza Ai e t/a parallela a 

tq alla distanza Aa. Restano 

così determinati i piani [iii, 

i'i] [vij il] paralleli al 

primo dei dati piani ed il 

piano [t/a, t'a] parallelo al 

secondo. Chiaminsi U, V i 

punti WiMa e riWa; le due ret- 

^ te (U, r) e (V, r) determi- 

\ nano con la retta (T, Y) due 

che 
due 




Fig. 3. 




piani [^x, i'J e [ty, Ty] 



Fig. 4. 



sono evidentemente i 
piani richiesti, (^) 

5. Per esaurire la quo- 
^youe trattata nel num. prec. dobbiamo esaminare il caso, finora 
escluso, che uno dei piani dati sia parallelo at quadro. Per trattarlo 



\^) Si nòti chs nilLft flg. 3 no a furous aegaal^s la tutto VV, Vr perchè io. rejJtìi noa eerTUDo* 
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immaginiamo la fìgtira costituita dal quadro n, dal piano parallelo 
anteriore t:"^, dai piani dati t = [^ T] e o^fTI, P'], nonché dai piani 
Xz ^ Ui, i\] e Xy = [/y, i'y] che bisocano i diedri formati dai dati piani. 
Siccome i piani t, t^, Xy passano per nna retta t parallela al quadro 
così le sei retto t,i\ix, i^,U,i\ sono tutte fra loro parallele». Se- 
ghiamo ora tutta questa figura con un piano passante pel ceuti'o 
di proiezione e perpendicolare a r; nasce cosi la tìg. 4« o la fig. 4 6 
secondochè il punto P sta o no rispetto al quadro dalla stessa parte 
; da cui trovasi C (cioè a secouda 

l ' che la quota di P è positiva o 

negativa); in tali figure ai indi- 
carono con le lettere R, T, I^Ti,,». 
, . . , r> le tracce sul piano segante 
delle rette r, t,i\t^j,..^ ìV e con p, 
p*, s quelle dei piani t:, ^*,<3. I se- 
ì; gmenti TT^, TT,, FI.,, 1, misurano 
allora le larghezze delle omonime 
etriscie di piano. Hi chiami poi al 
solito fi i* inclinazione del piano 
[t, i'] su! quadro ed inoltre p la 
quota del pnnto P. Allora la sem- 
plice ispezione delle figure 4 mo- 
stra che: 

r, ir, = nv = or = laighez^ 
ica I del dato piano [^ l'I; 

S\ I sensi TT^, ll\ (oppure 
TTv, nV) cioè i mentii tt^, tu (op- 
pui*e Uy, tTy) sono concordanti o 
discordanti secondochè la quota 
del punto P è positiva o negativa. 
Con questi dati nulla di piìi 
agevole del determinare gli ele- 
menti descrittivi dei cercati piani bi settori. Infatti (fig. 5) si trovi, me- 
diante il triangolo rettangolo CoHK rinclinuzione :-j = CoHK e k lar- 
ghezza 1 =^ HK del piano [*, f\ j il cerchio di centro H e raggio HK 
taglia la C^H in due punti; le parallele condotte da esso a / saranno 
t\e Ty. Si determini ora la proiezione ortogonale Podi P mil quadro 
e la quota p^=(P) Pn dello stesso punto, facendo attenasione al segno 
di p (nel caso della fig. 5p è positivo). Si disponga entro Tangolo C^HK 
e normalmente alla retta CtM il segmento LM=p, Allora, essendo 
HM = I p I ; Ben P, le due rette parallele a t alla distanza HM saranno 
U, i^i e si badi che la denominazione di tali rette non è arbitraria 
ma dev'esser fatta in modo che i sensi U:^ e i'i'x siano concordanti* 
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Nel caso particolare in .cui il piano a coincida col quadro questa 
costruzione si semplifìca di molto, perchè la retta t è traccia anche 
dei due piani cercati; è quindi estremamente facile * costruire i centri 
delle sfere che toccano quattro piani dati, uno dei quali coincida col 
quadro „. 

6. Prima di finire vogliamo aggiungere che l'osservazione esposta 
nel n. 1 può utilmente invocarsi per risolvere altre questioni più com- 
plicate, quale sarebbe la " rappresentazione in projezione centrale di un 
poliedro regolare di cui si conosce il piano di una faccia e due vertici coìi- 
secutivi della stessa „. Per fissare le idee, si tratti di rappresentare in 
projezione centrale un dodecaedro regolare e si supponga già nota la 
rappresentazione dello stesso col metodo di Monge ottenuta suppo- 
nendo una faccia del poliedro posta sul piano orizzontale. Indichiamo 
con ABCDE e FGHKL due facce opposte del dodecaedro e con 
A A , . . . , LL i terzi spigoli dello stesso uscenti risp. da A , . . . , L ; è 
noto che i vertici ABCDE apparterranno ad un piano S parallelo a 
quello a della faccia ÀBCDE e distante da questo di una lunghezza 
eguale al raggio r del cerchio circoscritto al pentagono ABCDE; si- 
milmente FGHKL staranno su un piano T distante dal piano x della 
faccia FGHKL della lunghezza r; finalmente i piani 2, T avranno 
fra loro una distanza eguale al lato del decagono regolare inscritto 
nel cerchio di raggio r. Ricordato tutto ciò indichiamo con [t, i'] il 
piano a e supponiamo dati A' e B' ; ribaltando quel piano sul quadro 
otterremo subito (A) e (B) e quindi potremo completare il pentagono 
regolare (A) (B) (C) (D) (E); se di più in genere designamo con l'in- 
dice le proiezioni ortogonali sul piano [t, i'] potremo trovare i punti 
(Fo) , . . . , (Lo), (Ao) , . . . , (Lo). Riponendo il piano dato dove trovavasi 
in origine otterremo i punti C, D', E , F'o , - . . , L'o, -4'o , . . . , Lo. 

Applicando poi l'osservazione fatta nel n. 1 e servendosi delle 
proprietà del dodecaedro dianzi ricordate, potremo ottenere le tracce 
dei piani S, T, t. 

Segnamo ora l'antipolo V della i\ retta di fuga comune ai quattro 
piani considerati. Allora per trovare, ad es., il vertice F, noi non 
dobbiamo che determinare l'intersezione del piano i (di cui già ab- 
biamo la rappresentazione) con la retta passante pel punto Fo (de- 
terminato col mezzo della sua projezione e di un piano che lo con^ 
tiene) ed avente T per punto di fuga. Similmente si ottengono tutti 
gli altri vertici del dodecaedro; ma l'accorto disegnatore non tarderà 
a riconoscere la possibilità di semplificare le relative costruzioni te- 
nendo conto delle relazioni di parallelismo che intercedono fra pa- 
recchie rette connesse al dato poliedro. 
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EICERCflE sdì sistemi LINEARI DI OMDBMFIE HELLO SPAZIO 

(fasci ^l omograile generali) 



Nota del UotL Roberto Bonola 



' 



In quanto segue, restringendo mi allo spazio ordinario» mi pro- 
pongo di ridimostrare aieiinc proprietà dei fttsci d^utnografìe, conte- 
nute in una nota del prof, Emkiqoes, (*) mettendo in rilievo i legami 
cbe intercedano fra i fasci d'omogratìe e i complessi di rette che ad 
essi si connettono, 

I. Siano Q, Q' due spazi punteggiati a tre dimensioni, distinti o 
coincidenti: r^^, kì, due omografie non degeneri fra Q ed Q- e [tt»» tz^] 
il fascio ch'esse definiscono. L'omografia che si ottiene in Q fa- 
cendo corrispondere fra loro i punti che corrispondono ad uno stesso 
punto di Q verrà designata con Hab* I punti uniti di Ti^b costituiscono 
in Q il 2^ gruppo di punti base del fascio (cfr, Enriques, l e), i punti 
di Q che corrispondono ad essi in ir»"* (ovvero in Hb"^*) costituiscono 
il 1^ gruppo (li punti base dd fascio^ 1 due gruppi di punti base sono 
della stessa natura e possono essere formati: 

1* da quattro punti (isolati), se Ti»b è generica; 

2° da due punti (isolati) e dai punti d una retta, so T^^b è assiale; 

3** dai punti di due rette, se it^b è biassiale; 

4" da un punto (isolato) e dai punti d un piano, se ic*b è omologica. 

Poiché un'omografia con punti uniti multipli può sempre conside- 
rarsi come limite d'nn'omografia con punti uniti semplici, potremo 
supporre che gli elementi di cui si parla nei quattro casi citati siano 
distinti. 

Ogni retta che con giunge due punti baae d'uno stesso spazio è 
una rdia base del fascio ; ogni piano che passa per tre punti base 
non collineari è un piano base. Allora, ad una retta base di Q tutta 
le omografie di [ic», t^l] fanno corrispondere una stessa retta (base) 
di Q', subordinando fra le due rette un fascio di proiettiriià hinm'k; 
ad un piano base di Q tutte le omografie di [iCn , Hb] fanno corri- 
spondere uno stesso piano di Q'^ subordinando fra i due piani un 
fascio di proiettmtà ternarie, 

E clilnro che i punti di Q eccezionali per qualche omogt^afìa de- 
genere del fascio [ti^, Kb] sono punti base del 1** gruppo. Bieche, ove 



"AkiihD pro|)ri6tà éei fasci ili osiì^griUlii t>egll 9[tazi tlneurì ad n dimeiisiant , 
cii(fMiia dèi Liutai, tdL VI, ^ MfQflBtre, pig. m-lQ, ISSO. 
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al fascio appartenga un'omografia degenere di 2^ specie o di .3* specie^ 
il 1* gruppo di punti base conterrà tutti i punti d'una retta o tutti 
i punti d'un piano. 

Viceversa: ogni punto base isolato è punto eccezionale per una 
determinata omografia degenere di prima specie del fascio. Infatti, 
se (oi, Ot, Os, 04) è un punto base isolato di Q, le due omografie: 

TCa (ì/i = Sj ay ari) , Tz^(t/i = Sj 6u ^0 (i = 1» 2, 3, 4) 

faranno ad esso corrispondere lo stesso punto 0' di Q'. Sicché, potremo 
determinare p in modo che le relazioni: 

p Sj ay xi = Sj ty xi (i = 1, 2, 3, 4) 

ciò che fa Io stesso le altre: 

2j(Xay + {i6u)^i = 0, (i = l,2,3,4) 

ottenute ponendo p= — X:[i, ammettano la soluzione Oi,Oa, 08,04. 

Di qui si trae che il valore di X:|jl dev'essere radice dell'equa- 
zione di 4® grado 

|Xay + |JL6y|=0 

che caratterizza le omografie degeneri del fascio. Il punto è adunque 
eccezionale per un'omografia degenere del fascio; la quale è poi de- 
genere di 1* specie altrimenti per passerebbe almeno una retta di 
punti base, contro l' ipotesi. 

In modo analogo si prova che per ogni retta isolata di punti base 
del 1^ gruppo esiste nel fascio una omografia degenere di 2^ specie 
per cui quella retta è eccezionale, ecc. 

Segue da ciò che la classificazione dei fasci, basata sulla specie 
delle omografie degeneri ch'essi contengono, coincide con quella fon- 
data sulla natura dell'omografia Uah. 

2. Ad un punto non base in Q le omografie di [tt», TCb] fanno 
corrispondere i punti d'una retta di Q'; questa retta si dirà asso- 
ciata ad 0. 

Le 00^ rette associate ai punti d'una retta o di Q formano in ge- 
nerale un Jf° sistema di generatrici d'una quadrica Qo di Q\ che si 
dirà associata ad 0. Le generatrici del '^ sistema di Qo sono le rette 
corrispondenti di nelle varie omografie di [TZa , tiu]. Poiché ai punti 
in cui interseca i piani base del V gruppo sono associate rette 
che giacciono sui piani base del 2® gruppo, così la quadrica in di- 
scorso è tangente ai piani base del 2^ gruppo. 

Le 00^ rette di Q' associate ai punti d'un piano generico (o di Q 
formano una congruenza di 3** ordine e 1* classe, che si dirà asso- 
ciata ad (1). I piani singolari della congruenza, che sono i piani cor- 
rispondenti ad 0) nelle varie omografie di [::», tci,], formano una 
sviluppabile di 3^ classe, alla quale appartengono i 4 piani base del 
2** gruppo. 
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E poiché co' è un piano arbitrario di Q' potremo affermare che: 
se si considera il piano come elemento generatore dello spazio, le 
inverse delle omografie di [tc», 7Cb] definiscono fra i due spazi di 
piani Q' ed Q un fascio di omografie. Tale fascio verrà costante- 
mente indicato con [ir», Ub]"*. 

Al fascio [tc», 7Cb]~^ potremo applicare senz'altro i risultati già 
ottenuti relativamente al fascio [7Ca,TCb]. Sicché: mediante [7Ua,7Cb]^* 
ad ogni piano di Q' è associata una retta di Q, per cui passano tutti 
ì corrispondenti di co': ad ogni retta di Q' (asse d'un fascio di piani) 
è associata una quadrica passante per i punti base del V gruppo; 
ad ogni punto 0' (centro d'una stella) di Q' è associata una con"> 
gruenza rigata di V ordine e 3^ classe, che ha per linea singolare 
una cubica gobba passante per i punti base del 2^ gruppo. Questa 
cubica è poi il luogo dei punti corrispondenti ad 0' nelle inverse 
delle omografie di [-« , ^b], ed è una curva doppia del complesso F. 

Alle rette del complesso F sono associate quadriche di Q specia- 
lizzate in coni, e se è il vertice del cono associato alla retta o 
di F mediante il fascio [tt» , Tibl"*, viceversa ad è associata, me- 
diante il fascio [TTa , T^hì, la retta o. Dualmente, se alla retta o di F 
è associata una conica giacente sopra il piano w' di Q' al piano co' 
le omografie di [tc», Tib]"^ associano la retta o. 

Infine, nell'ipotesi che al fascio [tc», TTbJ appartengano 4 omografie 
degeneri di 1* specie, i due complessi F, F' sono tetraedrali ed hanno 
lo stesso invariante. 

5. Se al fascio [;:», TUb] appartiene un'omografia degenere di 2" specie 
e due degeneri di 1* specie, il V gruppo di punti base è costituito da 
due punti isolati A, B e dai punti d'una retta r, cui corrispondono 
in Q' due punti base isolati A', B' e i punti base d'una retta r'. Al- 
lora ad un punto generico di Q è associata una retta di Q' incidente 
alla retta s che congiunge A' con B' ; ad una retta di Q è associata 
una quadrica di Q' passante per s e tangente ai piani A!r\ BV; 
finalmente la sviluppabile cubica che contiene tutti i piani corri- 
spondenti d'un piano dì Q si spezza nel fascio di piani di asse a ed 
in un cono quadrico tangente ad un piano per s e ai due piani AV 
e BV . Dualmente, le inverse delle omografie di [ti», 7Cb] ad un piano 
di Q' fanno corrispondere piani di Q passanti per una retta inci- 
dente ad r; ad una retta di Q' le generatrici di una quadrica perr; 
ad un punto di Q' i punti d'una cubica degenere nella retta r ed in 
una conica incidente ad r e passante per i punti A e B. 

Prescindendo adunque dalle parti fisse potremo dire che: Se ad 
un fascio [?:» , tz\Ì] appartiene un'omografia degenere di 2* specie ai 
piani di Q corrispondono in Q' piani tangenti ad un cono del 2^ or- 
dine; ai punti di Q' corrispondono in Q punti di una conica. 

Se al fascio [tt», 7:b] appartengono due omografie degeneri di 
2* specie il V gruppo di punti base è costituito dai punti di due 
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rette ì\s, cai corrispondono due rette r\s* di pnntì bfl86 in Q\ ÀHara 

ad un punto generico di Q è associata ima retta di Q' incidente 
ad r\3; ad ogni retta di Q è associata una quadrica di Q' passante 
per r ed s'; finalmente la svìlnppabile dei piani corrispondenti ad un 
piano di Q è degenere nei due fa^oi di piani r' ed »' ed in un fascio 
(variabile), con Tasse incidente ad / ed h. Dualmente, le inverse delle 
omografie di [na^Tibl fanno corrispondere ad un piano di Q' i piani 
di un fascio con Tasse incìdente ad r ed s; ad una retta di Q' le 
getieratrici di una quadrica passante per r, s; finalmente ad un punto 
di Q' i punti d'una cubica speTizata nelle due rette fisee r, s ed in 
una retta (variabile) incidente ad r ed a. Prescindendo dalle parti 
fisse potremo dire che; 

Se al fascio [n», nu] appartengono due omografie degeneri di 
2* specie ad un piano di 11 corrispondono in Q' i piani d*nn fascio; 
ad un punto di Q' corrispondono in 13 i punti di una retta* 

In line, se al fascio [n», -Kh] appartiene nn "omo grafia degenere di 
3* specie il 1*^ gruppo di punti base è formato da un punto fisso 
e dai punti di un piano (d, cui corrispondono in Q' un punto baso 
isolato 0' ed i punti base di un piano itì\ Allora ai punti di SJ sono 
associate rotte passanti per 0'; alle rette di Q sono associate qua- 
drìche ridotte a coniclio degeneri in due punti, dei quali uno è 0' e 
Taltro giace su to'; finalmente i piani associati ad un piano di ti sono 
tutti i piani per 0' ed i piani d*un fascio contenente m^ dualmente, ecc. 
Prescindendo adunque dalle parti fisse, avremo che: 

Se ili fascio [jta-^bì appartiene un'omografia degenere di il" specie 
ai piani di £2 corrispondono in Ù piani d*uu fascio; ai punti di Q' 
corrispondono in Q i punti di una retta* 

I fasci di omografie cui appartengono due omografie degeneri di 
2* specie, ovvero un'omografia degenere di -i^ specie godono di questa 
notevole proprietà: le inverse delle loro omografie applicate allo 
spazio punteggiato Q' formano esse puro un fascio, l^n fascio che goda 
di siffatta proprietà verrà detto inveri ibile. Sono dunque invertibili i 
fasci di omografìe che non contengono pili d'un oniogiufia degenere 
di 1* specie, 

I fasci d omogj'afie che contengono un'omografia degenere dì 3* spe- 
cie trasformando i punti d'una retta nelle tangenti ad una conica 
sono ftscf mìiùlogicL (') 

6. Delle proprietà stabilite nel numero precedente valgono le re- 
ciproche, sicché potremo senz'altro concludere quanto segue: 

a^ La mandinone ne(^effmria e mffiriente afflftch^* te inverse (ielle omo^ 
fjfrafìe ffun ftscfo [rift, ~ij irnsformhm % punii tH Q' in punti (fumi re- 
nim è chfi al fasdo appartenga un'omografia degenere di ^ specie, 

h) La condizione necessaria e *^tìf^dente affinchè il fascio [r,», thJ *<« 



<1) Cft. EKlmi:i»p I. e. 
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invertibile è che ad esso non appartenga più d'una omografìa degenere 
di i* specie. 

e) La condizione necessaria e sufficiente affinchè un fascio sia omo- 
logico e che ad esso appartenga un'omografia degenere di 5* specie. 

7. Nel caso di due spazi Q ed Q' sovrapposti T Enriques deter- 
minò le condizioni necessarie e sufficienti affinchè le omografie d'un 
fascio formino un gruppo. Ai risultati ch'egli ottenne possiamo per- 
venire nel modo seguente. Se le omografie di [n„, ti>i] formano un 
gruppo nel senso dì Lie, al fascio appartiene T identità: se adunque ir» 
è un'omogi'afia generica di esso potremo porre [tz^, ti^»] sotto la forma: 
[l,7tù]. Inoltre dovendo 7:^* appartenere al fascio sarà: 

Supponendo che -.» abbia 4 punti uniti distìnti, per una conve- 
niente Bcolta del sistema di coordinate, avremo la seguente rappre- 
sentnzìone analitica di tz^: 

yi = atxt 0^1,2,3,4) 

Allora la (1) si traduce nelle seguenti uguaglianze: 

V-X + pa., ti = 1,2, 3, 4) 

le quali, per essere soddisfatte, richiedono che la caratteristica della 

matrice: 

11111 

(fi «3 iis ((4 



(ti 



rtf at (7/ 



sia uguale a 2. Ciò accade in due casi distinti: 

r^} quando tre dei coefficienti Af^ sono uguali, cioè quando n^ è omù- 
logica ; 

2") quando due sono uguali o gli altri due pure uguali fra loro, 
cioè quando n,, è fnctMÌitle. 

Allo stesso risultato si perviene anche nelT ipotesi che iZn abbia 
punti uniti multipli. Ad es., se t^^ ha la forma [iooù)o]C) potremo 
assumere la seguente rappresentazione analitica: 



.j 



i/l = fiJfi -j- mxs 

La (1) si traduce allora nelle seguenti uguaglianze: 
a'^l + \ia; Ò^^X + jaÒ; 



(I) Cfr. Predella. Lì tìmftgyttfl* fu unnt njmMio ad vn mttn^ro fjttalHNqHt ài ffimtnttiti*^^ t * Anniiì 
di SLnteBL ^. Serie U, t. XVI IL pi«. n:\. 
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dalle quali si trae: m^=» = (}, ovvero a = 6. La is» è adunque omo- 
logica, ovvero biDssiale, 

Concludendo; I soli fmci le cui omografie formino un gruppo sono 
i fasci Nomologie Cùncentriche e coplanm-i ed i fasci d'omografie biassiali 
con gli assi in comune. 



■ *' »' * ^ 



RISOLUZIONE DELLA OLISTIONE 742 



tf-AM* Tfovarr Vfqnaziotte tiilVimituitito dtìUi retta chi congittuffe i ^mnit 



( Xi^ a eoa" f , 



f xi^ a eoa* ^, 



dópe ^ è un angolù varittòU^^ e trùmr§ Vm-dim dtUa ritrrfii. 

Risoluzione di V. Retalt (Milano). 
L*equa%ìoim delift retta 



E, N, B ARISTEA. 



pónendo per lire vita 
può ficnVerai 






A = 



b^b* 



B = 



U auo inviluppo e dunque (V* Salmon-Fiedlek, il. Eltinen Knftin^ pa^. SS). 






l: 



che rappreeentA una curva irlangiJftré simmètrica (curva ^ì Lamé» spirale Sion- 
sqidtì, oit<jgeiu*I*?) U'fiseenJent** o alij^eljrieH tìscondocUè n è o no irr^idonale. Se « 
è razionale £ìe ne può ti ci v urei l'ordì rte v; la clasAi» vatetiddaì di un teorema stab)< 
Ilio da Halfmeiì {Eiudt mw les points uingulhra ecc. n. 16) per le curve r^ ^^ eoa 1:0, 



e oaaorrando cbe naJ caso attuale k 



2 + n 



U lettre ma di Halpheii può enun- 



ciarsi nel modo eoguonter s& k è positivo ed eguale alla frazione ìmdacibtle ^t 
Tordino della curva è 2qfi e U »ua cUs^e qiq -h j»|; ee k è negatilo ed eguale 
alla fra^iune Jrridiicihtle ~ , Tordine della curva è r/# ; la sua da&ae è q (q — »} 

oppure 2q{s ^ q)^ aecoudocbò è q^M. Ciò premesso debbono distìnguerBi iei cash 

a 
P. se « — -f — e a è dispari : q~2^, s — a -[- 2| ; 

Tordine è 23 (^i + 2^J, 
là da^e è 4x;3, 
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2®. fi = + — - e a pari : posto a = 2a', q=f, « = p + a; 

p 

l'ordine è p (p + a) = |- (a + 2p). 

la classe, 2pa' = ap. 

3®. Il = — -^ , a è dispari e <2p : g = 2p, < = 2P — a ; 

l'ordine è 2p (2? — a), 
la classe, 2ap. 

4^ n = — -^ , a dispari e > 2p : g = 2p, « = a — 2p ; 

l'ordine è 4p (a ^ 2p), 
la classe, 2ap. 

6^ n = --^, a = 2a'<2p: g = p, « = p~a'; 

P 

l'ordine è -|- (2p — a), 

la classe, iap. 

6^ «=—-^, a = 2a'>2P: g = P, «= a' — P; 
P 
l'ordine è 2p (a' — p) = p (a — 2p), 
la classe, a.'^ = i ap. 



Della qnistione 738 oltre le due pubblicate, pervenne, quando il fascicolo IV era già allestito, 
anche una risoluzione analitica del prof. 8. loia del E. Liceo di Campobasso. 



QUISTIONI PROPOSTE 



749. Dimostrare che le uniche funzioni continue di una variabile 
indipendente x, tali che operando in esse la sostituzione 

X = flM + *^> 

con a e b costanti assegnate, eà u e v nuove variabili, risulti iden- 
ticamente 

f{au + bv)=anu) + bf{v\ 

sono quelle della forma 

f{x)=^mx, 

se la somma dei coefiGcienti a e b è differente dall'unità. E sono 
invece quelle della forma 

f(x) = fnx + n, 

quando la detta somma sia uguale all'unità (intendendo che m e n 
rappresentino, in ogni caso, delle costanti arbitrarie). 

M. Chini. 



r 
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750. Supposto 3^<irf trovare il valore niassimo della funzione: 

V — 9en 2^ + V seix' 2x + ^^ eo&'.if. G. Pesci. 

751. Consideriamo due parabok A* e B* Ad assi ortogonali ed 
aventi lo stesso fuoco, e sieno A e B i loro punti di contatto colla 
tangente comune m; dimostrare che: 

l^ Le due tangenti die possono condursi ulle duo parabole da 
un punto arbitrario di m sono perpendicolari fra loro. 

2'; I diametri dì A' e B" passanti rcspettivaniente per A e B 
sono le direttrici di B* e A*. 

3*. Le tangenti condotte alle due parabole da un punto qualunque 
delle loro direttrici formano un fascio arniOfLÌL0, 

4^ Ognuna delle due parabole è il luogo dei fuochi delle para- 
bole c\i& hanno m per tangente al vertice e toccano Taìtra. 

5^ Le parabole A' e B'^ sono ognuna inviluppo delle parabole che 
hanno m per tangente al vertice e i loro fuochi sul Tal tra. 

V. Retall 



BIBLIOGRAFIA 



G. Frattini, Elementi di calcolo letterale (edit. G. B. Paravia e C, 1908. 

L. 1.115). 

Ottimi salto tatti gii aspetti sono questi Eleinetitt, receutein^nte pubblicati 
d^iireriiirtio prof, Fr ritti ni. Vi ei scorgo ovviam^ntu rìti^e^iiante provetta) e geitìttit* 
Non più ì rancidi od aridi b volgi menti ai qnali eiavuinr» tiuppn spesso ubi turati... e 
cbe troppa rni'nmente^ e troppo a stc^nto, i nostri a! un ni si abituavatÉo a coni- 
preiuleiit \ Qui noti si considera più il calcolo letterale come un nuovo campo di 
Btudi, fautaatico, pit rana ente fornmle; esso invece viene in certo qual niixjo fnsUi 
coiraritmetiea ordinaria, della quale e etTettivainente ti uà naturalo genernlÌE£a£Ìpne 
(coat cbe, ^e non vi fossero gli scrupoli etimologici, ruuti potrebbe cbiamarsi aritmt' 
ika HHmet*lc(ì^ l'altra ttrit mitica ìettfrùte). 

Di calcolo letierale si occupano però i soli tre primi Cupitolì, nei quali sono 
esposte in forma semplice e cbiara, cou applicazioni ed t^sempi adattissimi, le varie 
regole immerico-latteiali, <il» altri due Capitoli mmo dedicati ad argomenti di al- 
gebt'ì vera a propria: l'A. tratta iu essi, con pari péré-pii uitii. la rìsohuione dei 
tipi pili semplici di equaj'Joni aingole e di aiateinì di eqoiuiotji. Alla iìue dui vo- 
lumetto sono raccolti 64 interessanti esercizi ; iu cima ai quali, sititeiii felice del 
sano indirizzo pedagogico a cui s'è ispirato ['A., c'è la segue ute citazione che gio^a 
qui riprodurre : 

Gino mio, l'ingegno umano 

partorì cosb stupende^ 

quando l'uomo ebbe tra mano 

meno libri e piii faccende. — {GiutU)* 

Paolo CATf akio. 
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Il giorno 8 aprile ìu una sala della R. Accademia dei Lincei, 

f;entilniente concessa, sotto la presidenza del prof. Lazzeri, ebbe 
uogo l'annunziata adunanza degli aderenti alla nuova società, che 
si trovavano presenti al IV congresso internazionale di matematica. 
Intervennero i professori Amodeo, Arzelà, Baroni, Berzolari, Biasi, 
Boìiola, Borio, Bortolotti^ Brusotti, Bustelli, Conti, Crepas, De Amicis, 
Fruttini, Gallucci, Gigli, Gremigni, Lazzeri, Magnani Teresa, Marco- 
longo, Michel, Pascal, Ferita, PittareUi, Rubini Luisa, Fitvn?^/ ed altri ; 
i professori Enriques, Fazzari, Severi e Vailati avevano aderito, non 
potendo assistere all'adunanza perchè impegnati altrove. 

In una prossima circolare sarà reso dettagliatamente conto dello 
scambio d'idee avvenuto in detta adunanza, per predisporre il Con- 
gresso di Firenze. Per oggi ci limitiamo ad accennare le cose più 
notevoli di detta adunanza. 

I proflf. Lazzeri e Conti espressero la loro compiacenza nel ve- 
dere presente all'adunanza il prof. De Amicis, ex Presidente della 
Società Mathesis, traendone motivo per sperare che di fronte al 
fatto compiuto della formazione della nuova Società e dell' inscri- 
zione ad essa di un numero già considerevole di cultori della mate- 
matica, appartenenti a tutti i gradi dell'insegnamento, i pochissimi 
rimasti fedeli alla vecchia Mathesis e non ancora aderenti alla nuova 
Società, non tarderanno a mandare essi pure la loro adesione e a 
deliberare, senz'altro, lo scioglimento della Mathesis; così la nuova 
Società potrà assumere come proprio sottotitolo il nome di Ma- 
thesis, cne tanto bene riassume gli scopi scientifici-didattici, coi 
quali la nuova Società sorge e per i quali questa nuova Società 
può considerarsi come una vera e propria continuazione della Ma- 
thesis che, rinvigorita da nuove forze, e allargato il proprio campo 
d'azione, potrà riuscire ancor piìi efficace che nel passato. 

II prof. De Amicis, dopo aver ricambiato con cordiali parole il 
saluto rivoltogli, dichiarò che, se ne fosse stato informato in tempo, 
avrebbe egli pure sottoscritto la nota Circolare inviata da Livorno il 
V febbraio 1908, pertanto egli per suo conto aderì senz'altro alla 
nuova Società augurando che, ove l'Associazione Mathesis riesca a 
ricomporsi un Comitato Direttivo, questo precipuamente studi il modo 
migliore per accordarsi col Comitato promotore della nuova Società. 

Infine, su proposta del prof. Lazzeri, si convenne, salvo, per le 
decisioni definitive, il parere di tutti gli altri membri del Comitato 
promotore non presenti a tale riunione, di dar mandato: 

ai proflf. Enriques, Amodeo e Conti per lo studio dello Statuto 
della costituenda Società; 

ai proflf. Berzolari, Bonola e Veneroni per lo studio delle pro- 
poste della Commissione Reale per l'insegnamento della matematica 
nelle scuole medie riformate; 

ai proflf. PiTTARELLi Certo per lo studio del Tema: sulla pre- 
parazione degli insegnanti di matematica delle Scuole Medie. 
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Tennto conto del iiiirucro consìdorevole di adesioni già rflccolte 
«nche fra i prol'essorl uni versi tari, i[ Comitato promotorÉr, pro% vigo- 
rÌHìiieutt) funziimaiito da Comifato esecitiit-o, ha tfesiderato aggre^ai*si 
pure uà professore universitario e lia unanirueTnente invitato a farne 
parte il prof. Severi Fu ascesi u della H. Università di Padova, il 
quale lui accettato. 



SECONDA NOTA 

DI ADERENTI ALLA SOCIETÀ ITALIANA DI MATEMATICA. 



86. Aloisia \nùt Crlsttìforo, R. rfinriftaiit ^ OzUri. 

87. Amili ili prof, VfSQ, ÌL Università — Motiena, 
BB. XmiìVitHn tluLL hiììgì ^- Rùmn. 

89. AiìtanelH pryf, ÀTiiiriisto, R l.ìcfo — *■l^(t^^. 

90. Boiiolu prof. Kvherto, R, ScuoU Normale ftimm, — Pavin. 

91. lìonliga pTor. (ìlov&tm!. R, Uiiiveisitk — rmio^a 

92. Ilortolotti prof. Ettore, H. Lliiìversvtà — Modtna, 

93. €liiefn pluf, Olindo, li. Giiiiia«io — Palmi. 

94. CI mini prof Luini^i, H. Scuola Normale femm. * Gio vanni Diin«o , -^ 

95. Crepa» prof Kinilio, H Scuola Nomiali^ femin. * G, Milli , — Hùmn. 

96. t'iister prof. Arnaliio. Scuola Tecnica Paro^giain — Lacas. 

97. Ite AmiciK prof. Enrico, R. latìtuto Tet:uico — Foti*. 
9B. Ilei Ke prof. Airont^ap II. Università — NtipolL 

90, Fu se lo iti prof. Ern^^nto^ IL Scuoia Normale femm, -* Bobbio. 

100. Fin/i prof. Aldo. R istituto Tecnico — fiari. 

101. Fruitili i prof, dìiorannt R- Istituto Tecnico — R&ma, 

102. leniva ni dott. Luiiri. R U«iversitji — Bologna. 

103. (Irai*!*! prof. Me ni a, fi, Aecnciomia N»vwie — Lirorno. 

104. iti-emieni prof. Michele, R. Liceo • Dante p — Firenze. 

105. Leoneint prof jMicliele, R. btitnto Tecnieo — //rc^rfn. 

106. Leoni prof. Carlo, Liceo Pareggiato — t'Ara rari. 

107. Levi Civita piof. Tullio, R- Università — Fadom. 

108. Loria prof. (TÌno, R, Unì versiti — Gettof^a. 

109. Mni^nani prof. Tt^resa, R. Ben ola Tecnica " Co n fai on ieri , -* Milano. 

110. Mareti^lil jirof Celiare, H. latito tu Tecnico — GiviiÉntì, 

Hi. MontesaiLo prof. Pot!to. R. Lìcfo ~ Vittorio EintiiiueLó , — ya^oli, 

IPJ. l'ufloa piof, AiesHiuidro, ti. Istituto Tecnico — Cagìiitri. 

113. Peana [jrof. Gia^e^pe, R Uoiverììità — ^ l'orino* 

114. Feratì prof. Alfredo, H, Liceo * tìeuoveai , — Napolù 

115. Piazza prof. Sani, R. ÌÈ*tituto Tecoico — Milano. 

116. Pi rondi ai piot OeininìanOp R. LHtitnto Tmtujco — EmtTn. 

117. Fittarelli prof. Giaiio, K, Università -- Boma, 
Il 3^. Fodetii prof, Franeesc^o, H. Liceo — Ik'ovara, 

119. Rnhini prof Laisa, K. Sctiola Tecsiiica * l'intti , ^- Miìawf. 

120. Sil>iranì cìott- FiH]i)io, H. Università — Bologna. 

121. Slilnj*tri prof. Alfredo, R. Scuola Tecnica * Baonnrrotì , — Eamn 

122. Verde cap. di vascello Felici* — Spezia. 

123. Viti prof. Hodoiro, H. Istituto Tecnico — Boìmpia. 

124. Volterra prof, senatore Vito, R. Università — lìmna. 

Gil:i4u hA'lZK^i — DirtUort^rcifpQHHahile 
TimMe fU !iURipttr« Il It IfAfrirlalM»» ~ 



GIORNALI CHE FANNO IL CAMBIO COL "PERIODICO DI MATEMATICA, 



1 tal inni: 



Atti della R. Accademia di Bologna. 
Atti della li. Accademia di Napoli, 
Atti del li. Istituto Veneto. 
Atti deW Accademia pontaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche ITovìuo). 
Giornale di Battaglini (Napoli). 
Il Monitore Tecnico (Milano). 
// Nuovo Cimento (Pisa). 
La Rassegna tecnica (Messina). 



La Rivista tecnica (Torino). 

La Rivista tecnica italiana (Roma). 

La Scuola Secondaria Italiana 

(Milano). 
Ueco degli Ingegneri e Feriti agri-- 

mensori (Pesci a). 
Rendiconti del Circolo matematico 

di Palermo. 
Rivista agricola indtistriale (Roma). 
Rivista di Scienza (Bologna). 
Rivista Marittima (Roma). 



Strali Ieri: 

American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American mathematical Montìdtj (Kidder). 

Annaes scientificos de la Academia polytechnica do Porto (Coimbra). 

A^mals of mateinatics (Cambridge-Mass). 

Annales de la Facultad de Ciencias de Zaragoza. 

Archives de Mathématiques pures et appliquées Revue internationale 

trimestrielle (Liège). 
Bibliotheca mathematica (Leipzig). 
Bnlletin de la Società mathématique de France (Paris). 
Bulleltin de la Société phisico-mathématique de Kasan (Kasnn). 
Bullettin of the American mathematical Societf/ (New-York). 
Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kliarkow). 
Gazeta matematica (Bucarest). 
Interni édiair e des Mathématiciens (Paris). 

Jahresberichte der Dentschen mathematiker Vereinigung (Berlin). 
Journal de mathématiques élémentaires par H. Vnibert (Paris). 
U Kducation mathématique par 1. Griess et IT. Vnibert (Paiis). 
U Enseignement mathém., revue internationale par Laiaant et Felìi(Paris). 
Mathematical Gazefte (London). 
Mathesis (Gand). 

Memorias de la Sociedad qientifica Antonio Alzate (Mexico). 
Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 
Nouvelles annales (Paris). 

Proceedings of the London mathematical society, 
Report of the National Museum (Washington). 
Report of the Swithsonian Instituiion (Washington). 
Revue semestrielle des %mblications mathématiques (Amsterdam). 
The annals of mathematics (Cambridge-Massachnsset). 
The Proceedings and Transactiovs of the Nova Scotian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Academy of Science (Anstin). 
Viadomosci matematycznydi (Warszawa). 
Vèstnik òpitnoi Fìsiki i etementamoi Matemàtichi, Isdavaemii V. A.-Gher- 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odessa (Rnssia). 
Zeitschrift fìlr math. und naturws, Unterrichi (Leipzig). 
Wiskundig Tijdschn'ft (Rotterdam). 



Col 1^ Luglio prossimo avrà principio la 24^ annata del 

PERIODICO DI MATEMATICA 

PER LMNSEttNAMEKTO ^^ECONDARiO 

giornale principalmente destinato ai professori di matematica 
delle scuole medie; e a Novembre comincerà la 12^ amiaia del 

SlllTIilN'TO AL PEmODICII DI MATEMATICA 

destinato agli studenti dei Licei ed letituti tecnici, nei quali 
si propone di avvivare l'amore allo studio delle matematiche* 
Il Periodico si pubblica annualmente in 6 fascicoli dì non 
meno di 48 pagine ad intervalli regolari di due mesi. 11 Sup- 
plemento si pubblica in 9 fascìcoli mensili di 16 pagine e co- 
pertina, da Novembre a Luglio. 



CONDIZIONI ni ABBONAMENTO. 

Periodico di matéinatica . . L. 8 — 9 — 

Supplemetito al Fetiodico di matetnatìca . . . „ 2-- 2^50 
Periodica e Supplemento ^ 9,50 11 — 

Non si fanno altro che abbonamenti annui, decorrenti dal 
P Luglio al 30 Giugno delFanno successivo, che devono essere 
pagati II litici patii iiioiitc^ per mezzo di vaglia all'Editore 
Raffaello (jius^tIj Livorno. 



IBBONAMENTl GRiTUlTl E SEMIGRAMTI AL " PEHIODICO DI MATEMATICA ,, 

Chiunque procuri 20 abbonati al Supplmiento riceverà gi*a- 
tuitaniente il Per iodico di Matematica per tutto Tanno. 

Chiunque procuri 10 abbonati al Sifppleìneìito potrà avere 
Tabbonamento annuo al Periodico, pagando sole L, 4. 



Bel Supi}l4^nient(* al'Pe7^Ì4KÌ(ro fii Miftematlva sono ancora 
disponi lilli le annate Ti, IH, lY, V, YT, Y f I, YIIT, IX e X complete, 
che si vendono al prestzo dì L. ^, ehiscuiia^ A ehi acquisterà le 
nove annate in una sola volta sarà fatto lo sconto del 25 "/«i. 
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